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Einfiihrung

Die Lehrveranstaltung ., Grundlagen der Theoretischen Informatik® gibt eine Einfithrung in
zwei wichtige Bereiche der Theoretischen Informatik:

1. Automatentheorie und formale Sprachen (Teile I, II)

2. Berechenbarkeit und Komplexitit (Teile III, TV)

zu 1.: Hier werden Worter und Mengen von Wortern (formale Sprachen) untersucht.

e Wie beschreibt man solche Mengen?
— Automaten oder Grammatiken ...

e Beispiel: Daten (d.h. Eingabe und Ausgabe von Programmen) sind Wérter. Die formale
Sprache beschreibt die syntaktisch korrekten Daten.

zu 2.: Hier betrachtet man Funktionen (von Zahlen nach Zahlen oder von Wortern nach
Wortern).

e Berechenbarkeit: Gibt es ein Programm, das die Funktion berechnet? Gibt es nichtbe-

rechenbare Funktionen?
— abstrakte Maschinenmodelle und Programmiersprachen

e Komplexitit: Wieviel Zeit oder Speicherplatz benotigt eine Berechnung?
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Automatentheorie und formale
Sprachen

Dieser Teil der Theoretischen Informatik beschéftigt sich mit Wértern und Mengen von
Wortern (formalen Sprachen).

Wichtige Fragestellungen:

1. Wie beschreibt man die (meist unendlichen) Mengen von Wértern mit endlichem Auf-
wand?

e Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzeptieren.

e Grammatiken, die genau die Elemente der Menge generieren (vgl. ,Programmierung*:
kontextfreie Grammatiken (EBNF) zur Beschreibung der Syntax von Programmierspra-
chen).

e Ausdriicke, welche beschreiben, wie man die Sprache aus Basissprachen mit Hilfe gewisser
Operationen (z.B. Vereinigung) erzeugen kann.

Abhéngig von dem verwendeten Automaten-/Grammatiktyp erhdlt man verschiedene
Klassen von Sprachen. Wir werden hier die vier wichtigsten Klassen betrachten, welche in
der Chomsky-Hierarchie zusammengefafit sind:

‘ Klasse ‘ Automatentyp ‘ Grammatiktyp ‘
Typ 0 Turingmaschine (TM) allgemeine Chomsky-Grammatik
Typ 1 | TM mit linearer Bandbeschrinkung kontextsensitive Grammatik
Typ 2 Kellerautomat kontextfreie Grammatik
Typ 3 endlicher Automat einseitig lineare Grammatik

Bei Typ 3 existiert auch eine Beschreibung durch regulédre Ausdriicke. Am wichtigsten sind
die Typen 2 und 3; beispielsweise kann Typ 2 weitgehend die Syntax von Programmier-
sprachen beschreiben.

2. Welche Problemstellungen sind fiir eine Sprachklasse entscheidbar und mit welchem Auf-
wand?

e Wortproblem: geg. eine Beschreibung der Sprache L (Automat, Grammatik, ... ) und ein
Wort w. Gilt w € L?
Anwendungsbeispiele:

— Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Grammatik beschrieben ist.
Entscheide fiir ein geg. Programm P, ob dieses syntaktisch korrekt ist.
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— Suchpattern fiir Textdateien sind héaufig reguldre Ausdriicke. Suche die Dateien
(Worter), welche das Suchpattern enthalten (zu der von ihm beschriebenen Sprache
gehoren).

o Leerheitsproblem: geg. eine Beschreibung der Sprache L. Gilt L # ()7
Anwendungsbeispiel:
Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so mufl man die Dateien nicht durch-
suchen.

o Aquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen dieselbe Sprache?
Anwendungsbeispiel:
Zwei Lehrbiicher {iber eine Programmiersprache beschreiben die Syntax durch verschie-
dene Grammatiken. Sind diese wirklich dquivalent?

3. Welche Abschlufleigenschaften hat eine Sprachklasse?
z.B. Abschlufl unter Durchschnitt, Vereinigung und Komplement (L;, L, enthalten, so
auch Ll N LQ, Ll U LQ, L_l)
Anwendungsbeispiele:

e Suchpattern: Suche nach Dateien, die das Pattern nicht enthalten (IKomplement) oder
die zwei Pattern enthalten (Durchschnitt).

e Reduziere das Aquilalenzproble_m auf das Leerheitsproblem: Statt ,,L; = Ly7* entschei-
det man, ob (Ll N LQ) U (L2 N Ll) = @



Teil 1

Endliche Automaten und regulire
Sprachen

Einfiihrung

Endliche Automaten sind gekennzeichnet durch:

e endliche Menge von (internen) Zusténden

o Ubergiinge zwischen Zustinden; abhingig von der internen Struktur des Automaten und
von der Eingabe

Im Prinzip sind Rechner ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur endlich viel Speicher-
platz und daher nur eine endliche Menge moglicher Konfigurationen (Belegung der Speicher-
zellen). Die Konfigurationsiibergéinge werden bestimmt durch Verdrahtung und Eingaben
(Tastatur, Peripheriegerite).

Aber: Wegen der extrem groflien Anzahl von Zustdnden sind endliche Automaten nicht die
geeignete Beschreibungsebene fiir das Verhalten von Rechenmaschinen. Man abstrahiert da-
her von der Speicherplatzbeschrankung und nimmt potentiell unendlich grofien Speicher an
(z.B. unendliches Band bei Turingmaschine).

Beispiel (Eintrittsautomat)

Beispiel fiir einen endlichen Automaten, beir dem dies die richtige Beschreibungsebene ist:
Fingabe: 1,2,r,d (d: Drehgitter dreht sich)

Zustinde: OEUR, 1EUR, 2EUR, SEUR

Eintritt: 3 €
Einwurf Riickgabe

[J1e O
[J2€

Ticket

L ]
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Teilweise interessiert man sich auch fiir Automaten mit Ausgabe (7.B. Riickgabe des Geldes,
Freigeben der Sperre des Drehgitters). Wir werden diesen Aspekt hier nicht betrachten.
Bevor wir den Begriff des endlichen Automaten formal einfiihren kénnen, benétigen wir noch
einige grundlegende Definitionen:

Alphabet: Eine endliche Menge von Buchstaben (z.B. a,b, ¢, ...) heiit Alphabet und wird
meist mit Y bezeichnet.

Wort: Eine endliche Folge von Buchstaben w = ay...a, mit a; € ¥ heifit Wort iiber dem
Alphabet X.

Linge des Wortes: |w| = n; z.B. |aba| = 3

Anzahl der Vorkommen von Buchstaben: |w|, zihlt die Vorkommen von « in w; z.B.
|abal, = 2, |abal, = 1, |abal. = 0

Leeres Wort: ¢ hat Léinge 0
Menge aller Worter iiber ¥: ¥*
Menge aller nichtleeren Worter iiber ¥: Tt := Y%\ {¢}

Formale Sprache: Eine Menge L von Wértern mit L C ¥* heifit formale Sprache iiber X.
Beispiele:

e Menge aller Worter iiber {a, ..., z}, die korrekte Wérter der deutschen Sprache sind

e Menge der Worter, die das Stichwort ,,theorie” enthalten

Operationen auf Sprachen oder Wortern

Boolesche Operationen: L1 U LQ, L1 N LQ, L1 =X \ L1> L1 \ L2 = L1 N L_2

Konkatenation: u - v := uwv; z.B. abb - ab = abbab
Ly -Ly:= {U'U | (UELl)/\(UGLz)}
Beachte: Der Konkatenationspunkt wird haufig weggelassen (L Lo statt Ly - Ly).

Kleene-Stern: iterierte Konkatenation

L = {&}

)RS SN §

L* = UL”
n>0

Lt = UL”
n>1

Prifix, Suffix, Infix:
u ist Préafix von v gdw. v = uw fiir ein w € ¥*.
u ist Suffix von v gdw. v = wu fiir ein w € ¥*.
w ist Infix von v gdw. v = wyuws fiir wy, wy € ¥*.
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1 Nichtdeterministische endliche Automaten
Wir betrachten zunéichst den etwas allgemeineren Begrift des Transitionssystems.

Definition 1.1 (Transitionssystem)
FEin Transitionssystem ist von der Form A= (Q,%, I, A, F), wobei

e () eine Menge von Zustinden ist (nicht notwendigerweise endlich!),

Y ein endliches Alphabet ist,
e [ C (Q eine Menge von Anfangszustinden ist,
e ACQxXxQ eine Ubergangsrelation ( Transitionsrelation) ist,

e ['C Q eine Menge von Endzustinden ist.

Ein endlicher Automat hat endlich viele Zustdnde und nur einen Anfangszustand.

Definition 1.2 (nichtdeterministischer endlicher Automat)

Das Transitionssystem A = (Q,%, I, A, F) heifit nichtdeterministischer endlicher Auto-
mat (NEA), wenn |Q| < oo und |I| = 1. Anstelle von (Q,%,{q}, A, F) schreiben wir
(Q>E>QUaA>F)'

Beispiel 1.3
A: (Qazaqu?F) mitQ:{q0>QI>QZ}7 E:{a,b}7 F = {q2}7
A ={(q0,a,q1), (q1,b,92), (q2,a,G2), (g2, b, q2) } wird graphisch dargestellt als:

O Ol O

Definition 1.4 (Pfad)

Ein Pfad in einem Transitionssystem A ist eine Folge

T = (po, a1, p1)(p1, a2, P2) - - . (Pn—1, Gny D) Mit (ps, a1, pig1) € A fiir i =0,...,n— 1.

m ist ein Pfad von p nach q, wenn p = pg und q¢ = py,.

Die Beschriftung des Pfades 7 ist das Wort B(m) := ay ...a,. Die Linge des Pfades m ist n.
Fiir n = 0 sprechen wir vom leeren Pfad, welcher die Beschriftung ¢ hat.

a,b

Die Existenz eines Pfades in A von p nach ¢ mit Beschriftung w beschreiben wir durch
p — 4 q. Fiir Mengen Q1, Q> C Q heifit Q1 —4 Q2, daB es p; € Q; und p» € Q5 gibt mit
D1 i>A D2.

Fiir den NEA aus Beispiel 1.3 gilt fiir alle w € {a,b}*: ¢o M)A 0.

Definition 1.5 (akzeptierte Sprache)
Das Transitionssystem A = (Q, 3, I, A, F) akzeptiert das Wort w € ¥* gdw. 1 54 F gilt.
Die von A akzeptierte (erkannte) Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Fiir den NEA aus Beispiel 1.3 ist L(A) = {abw | w € ¥*}, d.h. A akzeptiert genau die
Worter iiber ¥ = {a, b}, welche mit ab beginnen.
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Definition 1.6 (Erkennbarkeit einer Sprache)
FEine Sprache L C ¥* heifst erkennbar, wenn es einen NEA A gibt mit L = L(A).

Da wir uns bei einem Transitionssystem i.a. nur fiir die akzeptierten Sprachen interessieren,
bezeichnen wir zwei Transitionssysteme als dquivalent, wenn sie dieselben Sprachen akzep-
tieren.

Beispiel 1.7
L ={w € {a,b}* | ab ist nicht Infiz von w} ist erkennbar:

b a

akzeptiert L.

Fiir manche Konstruktionen ist es giinstig, auch endliche Automaten zu betrachten, bei
denen Ubergénge mit Wortern beschriftet sind.

Definition 1.8 (NEA mit Wortiibergingen, :-NEA)

Ein NEA mit Wortiibergingen hat die Form A= (Q, X, qo, A, F'), wobei Q, %, qo, F' wie beim
NEA definiert sind und A C QQ X ¥* x QQ eine endliche Menge von Wortiibergingen ist.
FEin e-NEA ist ein NEA mit Wortiibergingen, wobei fir alle (q,w,q") € A gilt: |w| <1 (d.h.
wE X oderw=c¢).

Pfade, Pfadbeschriftungen und akzeptierte Sprache werden entsprechend wie fiir NEAs de-
finiert. Zum Beispiel hat der Pfad (qo, ab, ¢1)(q1, ¢, ¢2)(qz, bb, q3) die Beschriftung ab - ¢ - bb =
abbb.

Satz 1.9
Zu jedem NEA mit Wortiibergingen kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstruieren.

Man zeigt dies mit Umweg iiber e-NEAs.

Lemma 1.10
Zu jedem NEA mit Wortiibergingen kann man effektiv einen dquivalenten e-NEA konstru-
1eren.

Beweis:

Man ersetzt jeden Wortiibergang (¢, a; .. .a,,q") mit n > 1 durch Buchstabeniibergénge
(q,a1,p1), (p1,a2,p2)s -+ (Pu1,n,q"), wobei py, ..., p,_1 jeweils neue Hilfszustinde sind (die
nicht zur Endzustandsmenge dazugenommen werden). Man sieht leicht, daf dies einen dqui-
valenten e-NEA liefert. [
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Beispiel 1.11

bb
aa

e

wird zu

Lemma 1.12
Zu jedem e-NEA kann man effektiv einen dquivalenten NEA konstruieren.

Beweis:

Der e-NEA A = (Q,%,q0, A, F) sei gegeben. Wir konstruieren daraus einen NEA ohne
e-Ubergéinge wie folgt:

A =(Q,%, q, A, F'), wobei

o A ={(p,a,0) €QxSxQ|p-—34q}

. F,::{ FU{q} falls gy —4 F

F sonst

Noch zu zeigen: A" kann effektiv bestimmt werden und L(A) = L(A').

1.

A" und F' kénnen effektiv bestimmt werden:

e p 54 ¢ gilt genau dann, wenn es Zustinde p', ¢’ € Q gibt mit p —4 9/, (', a,¢) €
A, ¢ .4 q A ist eine endliche Menge und p — 4 p’ und ¢’ — 4 ¢ ist ein Erreich-
barkeitsproblem in einem endlichen Graphen (Gibt es einen Pfad von p nach ¢, dessen
Ubergénge nur mit ¢ beschriftet sind?).

e gy —> 4 F7¢ ist ebenfalls ein Erreichbarkeitsproblem in einem endlichen Graphen.

2. L(A) C L(A):

Es sei w =ay...a, € L(A) und m = (po, a1, p1)(p1,a2,02) - .. (Pn_1, an, pn) ein Pfad in A
mit po = qo, pn € F und a; € ¥ U {e}. Wir betrachten die Indizes i1, ..., %, mit a;; # ¢.
Offenbar ist w =a;, ... q;
1. Fall: (m =0)

Es gibt keinen solchen Index, d.h. a; = ¢ fiir i = 1,...,n und damit w = . Es gilt also
Qo = Do —.4 Pn € F, was qo € F' liefert. Es ist daher w = ¢ € L(A").

2. Fall: (m > 0)

Nach Definition von A’ ist nun aber (po, Gi,, Pi,) (Diys Giny Piy) - - - (Di,, 1 @i, Pn) €in Pfad im
NEA A'. Aus p, € F folgt p, € F', was w = a;, . ..a;, € L(A’) zeigt.

m*

L(A") C L(A):
Esseiw = ay...a, € L(A") und (po, ar,p1)(p1,a2,p2) - - . (Pa=1, an, Pn) mit po = qo, Pn € F'
ein entsprechender Pfad. Nach Definition von A’ gilt nun in A: p; =5, pip1 fiir @ =

0,...,n—1, also gibt es in A einen Pfad von py nach p, mit Beschriftung w = a; ... a,.
1. Fall: (p, € F)
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Dann folgt sofort w € L(A).

2. Fall: (p, € F'\ F, d.h. p, = qo)

Es gilt nun aber (nach Definition von F'): p, = qy —4 p fiir ein p € F. Daher gibt es in
A einen Pfad von py nach p mit Beschriftung w. O

Lemma 1.12 kann man auch dazu verwenden zu zeigen, daf3 es zu jedem endlichen Transiti-
onssystem A = (Q, %, I, A, F') einen dquivalenten NEA A’ gibt. Man definiert fiir einen neuen
Zustand ¢ ¢ @Q einen e-NEA A" = (QU{q}, S, qo, A", F) mit A" = AU{(qo,2,q) | ¢ € T}.
A" ist dquivalent zu A. Man erhilt nun A’ aus A” wie im Beweis des Lemmas beschrieben.

Beispiel 1.13 (zu Lemma 1.12)
Der e-NEA aus Beispiel 1.11

wird zu

2 Deterministische endliche Automaten

Die bisher betrachteten NEAs heiflen nichtdeterministisch, weil es in ihnen zu einem Paar
(¢g,a) € Q x ¥ mehr als einen Ubergang geben kann, d.h. ¢’,¢" € Q mit ¢ # ¢" und
(qv (1, ql) E A’ (q7 (1, q”) 6 A

Definition 2.1 (deterministischer endlicher Automat)
FEin NEA A = (Q,%,qo, A, F) heifit deterministisch (DEA), falls es fiir alle ¢ € Q, a € &
genau ein ¢ € Q gibt mit (¢,a,q") € A.

Anstelle der Ubergangsrelation A verwenden wir dann die Ubergangsfunktion 6 : Q x ¥ — Q
mit 6(q,a) = ¢' gdw. (¢,a,q") € A. DEAs werden in der Form (@, X, qo, 0, F') geschrieben.
Beachte:

Zusitzlich zur Eindeutigkeit eines Ubergangs haben wir auch die Existenz eines Ubergangs
fiir jedes Paar (¢, a) gefordert.

In der Literatur wird fiir deterministische Automaten manchmal nur die Eindeutigkeit des

Ubergangs (fiir (¢,a) gibt es hochstens ein ¢’ mit (q,a,q') € A) gefordert, wihrend man
bei Existenz aller Uberginge (fiir (¢,a) gibt es mindestens ein ¢’ mit (¢,a,¢') € A) von
vollstdndigen Automaten spricht. Beziiglich der akzeptierten Sprachklasse macht dies keinen
Unterschied.

Beispiel 2.2
Der NEA

.
O ©
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erfillt zwar die Eindeutigkeitsanforderung, er ist aber kein DEA in unserem Sinn, da fir
(q1,b) kein Ubergang existiert. Einen dquivalenten DEA erhdlt man durch Hinzunahme eines
Papierkorbzustandes“:

y O
oONoY

Definition 2.3 (kanonische Fortsetzung von ¢)
Die kanonische Fortsetzung von 6 : Q X ¥ — Q auf eine Funktion 6* : QQ x ¥* — Q wird
induktiv (iber die Wortlinge) definiert:

e 5*(¢,e) :==¢q
e 0*(q,wa) = §(0*(q,w), a)

Der Einfachheit halber schreiben wir in Zukunft auch fir Woérter w 6(q, w) statt 6*(q, w).
Beachte:
Fiir einen DEA A = (Q, %, qo, 0, F) gilt:

a) 0(q,w) = ¢ gdw. ¢ ist der eindeutige Zustand mit ¢ —=4 ¢
b) L(A) ={w € Z* | §(qo,w) € F}

¢) 0(q,uv) = 6(0(q, u), v)

Wir zeigen nun, dafl die bei der Definition von DEAs gemachten Einschrinkungen (Existenz
und Eindeutigkeit von Ubergéangen) keine echten Einschréinkungen sind:

Satz 2.4 (Rabin/Scott)
Zu jedem NEA kann man effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren.

Es folgt, dafl NEAs und DEAs dieselbe Klasse von Sprachen akzeptieren. Der Beweis ver-
wendet, die sogenannte Potenzmengenkonstruktion: die Zustandsmenge des DEA ist die Po-
tenzmenge 29 der Zustandsmenge @ des NEA.

Idee:

Sei A = (Q,%, g, A, F) ein NEA. Um fiir w € ¥* zu entscheiden, ob w € L(A) ist, betrachtet
man {¢ € Q | qp —>4 q} € 29. Esist w € L(A) gdw. diese Menge enth#lt mindestens einen
Endzustand.

Wir definieren einen DEA mit Zustandsmenge 29 und Ubergangsfunktion & so, daB
0({qo},w) ={q | 0 —aq}.

Beweis von Satz 2.4

Sei der NEA A = (Q,3, o, A, F) gegeben. Der DEA A" = (29,5, {q}, 6, F') ist definiert
durch:

e §(Pa)= U {p | (p,a,p') € A} fiir alle P €29 und a € &

peEP

e F'={Pe2° | PNF #0}
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Behauptung: ¢’ € §({¢},w) gdw. ¢ =4 ¢
Daraus folgt L(A) = L(A'), da:
we L(A) gdw. g€ F:qy—4q
gdw. g€ F:q€d({q},w)
gdw. 3({a},w) N F #0
gdw. 0({q},w) € I’
gdw. we L(A)

Beweis der Behauptung: Induktion iiber |w].

lw| = 0:
d({q},e) = {q}. ¢ ist der einzige Zustand, der mit £ von ¢ aus erreichbar ist (keine e-
Ubergéinge!).
|lw| =n+ 1:
Fiir Worter der Lange n gelte die Behauptung schon. Es ist w = wa fiir a € ¥ und fiir das
Wort u € ¥* der Lénge n.
Nach Definition 2.3 ist 6({q}, ua) = 0(6({q¢},u),a)= U {d" | (¢ a,q") € A}.

7 €d({q}u)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢ € §({q},u) gdw. ¢ ——=4 ¢. Aus ¢ ——=4 ¢ und
(¢';a,q") € A ergibt sich ¢ — 4 ¢". Umgekehrt gilt ¢ —= 4 ¢" gdw. es ¢’ gibt mit ¢ — 4 ¢’
und (¢',a,q") € A. Es folgt daher ¢" € 6({q},ua) gdw. ¢ =>4 ¢". O

Beispiel 2.5

wird zu

Nachteilig an dieser Konstruktion ist, dafi die Zustandsmenge exponentiell vergréfiert wird.
Allgemein kann man dies nicht vermeiden, in manchen Féllen kommt man aber doch mit we-
niger Zustdnden aus. Um aus einem gegebenen DEA einen dquivalenten DEA mit minimaler
Zustandszahl zu konstruieren, benétigt man 2 Schritte:

1. Schritt: Eliminieren unerreichbarer Zustande
Definition 2.6 (Erreichbarkeit eines Zustandes)

FEin Zustand q¢ des DEA A = (Q, S, qo, 6, F') heifit erreichbar, falls es ein w € ¥* gibt mit
d(qo, w) = q. Sonst heifit g unerreichbar.

Da fiir die akzeptierte Sprache nur Zustinde wichtig sind, welche von ¢q erreicht werden,
erhélt man durch Weglassen unerreichbarer Zustédnde einen dquivalenten Automaten:

AU - (Q0>E>QU,50,F0) mit
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Qo = {q€ Q| q erreichbar}
b0 = 0 |goxs Beachte: Fiir ¢ € Qg und a € X ist auch §(q,a) € Qp !

FO - FQQO

Beispiel:
Im Automaten A" von Beispiel 2.5 sind die Zustédnde {2} und () nicht erreichbar. Durch
Weglassen dieser Zustinde erhélt man Aj:

b a
(<~—>0
<~
b

Bei der Potenzmengenkonstruktion kann man die Betrachtung unerreichbarer Elemente von
2@ vermeiden, indem man mit {g} beginnt und nur die davon erreichbaren Mengen sukzes-
sive konstruiert.

2. Schritt: Zusammenfassen dquivalenter Zustédnde

Ein DEA ohne unerreichbare Zustdnde mufl noch nicht minimal sein, da er noch verschiedene
Zustdnde enthalten kann, die sich ,,gleich“ verhalten in bezug auf die akzeptierte Sprache.

Beispiel 2.7

erkennt dieselbe Sprache wie der DEA aus Beispiel 2.2, hat aber einen Zustand mehr. Dies
kommt daher, daf$ qo und qo dquivalent sind.

Definition 2.8 (Aquivalenz von Zustéinden)
Es sei A = (Q,%, 0,90, F) ein DEA. Fir q € Q sei A, = (Q,%,q,0, F). Zwei Zustinde
¢,q" € Q heiffen A-dquivalent (q ~4 q') gdw. L(A;) = L(Ay).

Lemma 2.9

1) ~ 4 ist eine Aquivalenzrelation auf Q, d.h. reflexiv, transitiv und symmetrisch.

2) ~ 4 ist vertriglich mit der Ubergangsfunktion, d.h. ¢ ~4 ¢ = VYa € ©: 6(q,a) ~4 6(¢, a).
3) ~ 4 kann effektiv bestimmt werden.

Beweis:

1) ist klar, da ,=* reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
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2) laBt sich wie folgt herleiten:
q~aq gdw. L(A,) = L(Ay)
gdw. Yw € ¥*:6(q,w) € F < 6(¢',w) € F
= VYaeXVveX:d§(qav) € F <i(d,av) € F
gdw. Va € XVv e ¥*:6(0(q,a),v) € F < 6(6(¢,a),v) € F
gdw. Va e X : L(Ag(q,a)) = L(A(;(q/,a))
gdw. Va € X :0(q,a) ~406(¢,a)

3) Wir definieren Approximationen ~y von ~ 4:
e~ gdw.ge F&q eF
® ¢ ~pi1 ¢ gdw. ¢ ~; ¢ und Va € X: 6(q,a) ~; 0(¢', a)

Esgilt QX Q D~y D ~1 D~y D... D ~ 4 Da@ endlich ist, gibt es ein k£ mit ~p=rp 1.
Man zeigt leicht, dafl dann ~p=n~ 4 ist. [

Die ~ 4-Aquivalenzklasse eines Zustands ¢ € Q schreiben wir §:= {¢' € Q | ¢ ~4 ¢'}.
Beispiel:
Fiir den Automaten aus Beispiel 2.7 gilt:

e ~ hat die Klassen F' = {qo,q1, ¢} und Q \ F = {¢3}.

e ~; hat die Klassen {¢1}, {q, 2}, {3}
Zum Beispiel ist (qg, b) = (g2, b) € F und 6(q1,b) ¢ F.

.NZZNIZNA.

Definition 2.10 (Quotientenautomat)
Der Quotientenautomat A = (Q, %, 4o, 0, F

¢ Q:={ilqcQ}

—_

° 5(@, a) :=0(q,a) (reprisentantenunabhdngig wegen Lemma 2.9)
e« F:={jlqeF}

) 2u A=(Q,%, q,0, F) ist definiert durch:

Lemma 2.11

A ist dquivalent zu A.

Beweis:

P

w € L(A) gdw. (g0, w) € F gdw. §(qo,w) € F gdw. 0(qo, w) € F gdw. w € L(A). O

Definition 2.12 (reduzierter Automat zu einem DEA)
Fiir einen DEA A bezeichnet A,.q := Aoy den reduzierten Automaten, den man aus A durch
Eliminieren unerreichbarer Zustinde und Zusammenfassen dquivalenter Zustinde erhdlt.

Wir werden im folgenden zeigen:

e A..; kann nicht weiter vereinfacht werden, d.h. er ist der kleinste DEA, mit dem man
L(A) akzeptieren kann.

e A,., hingt nur von L(A) und nicht von A ab, d.h. gilt L(A) = L(B), so auch A,.q =~ B,eq
(gleich bis auf Zustandsumbenennung, isomorph).
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Dazu konstruieren wir zu einer erkennbaren Sprache L einen , kanonischen* Automaten Aj
und zeigen, daf jeder reduzierte Automat, der L akzeptiert, isomorph zu Ay, ist.

Definition 2.13 (Nerode-Rechtskongruenz)
Es sei L C X* eine beliebige Sprache. Fiir u,v € X* definieren wir:
uw~p v gdw Yw € ¥* tuw € L & vw € L.

Beispiel 2.14 (vgl. Beispiele 1.7, 2.2, 2.7)
L = {w € {a,b}* | ab ist nicht Infix von w}

o Fs qult:
ex~pb: Yw:ewe L gdw. weL
gdw. w enthdlt ab nicht
gdw. bw enthdlt ab nicht
gdw. bw € L

e ctra: cbel, abera-b¢ L
Lemma 2.15 (Eigenschaften von ~)

1) ~p ist eine Aquivalenzrelation.
2) =~y ist Rechtskongruenz, d.h. zusdtzlich zu 1) gilt: uw ~; v = Yw € * : uw ~, vw.

3) L ist Vereinigung von ~p-Klassen: L = | [u], wobei [u] := {v | u ~p v}.
uel

4) [st L = L(A) fiir einen DEA A, so ist die Anzahl der ~p-Klassen < der Zustandszahl von
A. (Die Anzahl der ~-Klassen heifit Index von ~,.)

Beweis:

1) folgt aus der Definition von ~, da ,<* reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

2) Damit ww ~, vw gilt, muB fiir alle w’ € ¥* gelten:
(x)  www' € L < vww' € L
Nun ist aber ww' € ¥* und daher folgt () aus u ~, v.

3) Zeige L = [u].
uel
» C “: klar, da u € [u].

w2 “: Selw e Lund v € [u]l. Wegen ¢ € * folgt aus u = u-¢ € L und v ~p u auch
v=v-c€L.

4) Essei A= (Q,%, q,0, F) ein DEA mit L = L(A).
Behauptung:
Aus 6(qo, u) = 6(qo,v) folgt u ~p v, denn:
Vw:uw e L gdw. 5(q0,uw) € F

gdW ( (QO, ) )
gdw. d(qo,vw) €
gdw. vw € L

Also gibt es maximal so viele verschiedene Klassen, wie es verschiedene Zusténde gibt
(Schubfachprinzip). [0
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Beispiel 2.14 (Fortsetzung)
~y hat drei Klassen: [e] ={b}*, [a] ={b}* -{a}T, [ab] =32*-{ab} -=*

Man kann die ~;-Klassen nun als Zustinde eines Automaten fiir L verwenden.

Definition 2.16 (Transitionssystem A; zu einer Sprache L)
Zu L C X* ist das Transitionssystem Aj, := (Q', %, ¢}, ', F') definiert durch:

o Q@ :={[u] |ue¥}

® o =[]

e ¥ ([u],a):=[ua]l (reprdisentantenunabhingig wegen Lemma 2.15, 2))
o [":={[u] |uelL}

Lemma 2.17
Hat ~;, endlichen Index, so ist Aj, ein DEA mit L = L(Ap).

Beweis:

Hat ~; endlich viele Klassen, so hat A; endlich viele Zustinde. Auflerdem gilt:

L(AL) = {uld(g,u) € F'}
= {u]d([e],u) € F'}
{ul|[u] € F'}  (wegen 0'([u],v) = [uv])
= {u|uel}
= L U

Satz 2.18 (Satz von Nerode)
FEine Sprache L ist erkennbar gdw. ~ hat endlichen Index (d.h. endlich viele Klassen).

Beweis:
»=*: Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.15, 4).

»<=": Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.17, da A; DEA ist, der L akzeptiert. [

Beispiel 2.19 (nichterkennbare Sprache)
L = {a"b" | n > 0} ist nicht erkennbar, da fir n # m gilt: a™ % a™. In der Tat gilt
a"b" € L, aber a™b™ ¢ L. Daher hat ~y unendlichen Index.

Wir werden im néchsten Abschnitt noch eine weitere Mdoglichkeit sehen, wie man fiir eine
Sprache zeigen kann, daf} sie nicht regular ist.

Zunichst untersuchen wir aber den Zusammenhang zwischen reduzierten Automaten und
der Nerode-Rechtskongruenz.

Definition 2.20 (isomorph)
Zwei DEAs A= (Q,%,q,0,F) und A" = (Q', %, q,0', F') sind isomorph (A ~ A') gdw. es
eine Bijektion f: Q — Q' gibt mit:

/

e f(q) = q
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o {(F)=F', wobei f(F):={f(q) | ¢ € F'}
o £(6(q,a)) =08 (f(q),a) fir aleqe @, a e X

Lemma 2.21

A~ A = L(A) = L(A)

Beweis:

Es sei f : @ — @ der Isomorphismus. Durch Induktion iiber |w| zeigt man leicht, dafl
f(0(q,w)) = 0'(f(q), w). Daher gilt:
we L(A) gdw. d(q,w) € F
gdw. f(5(qo,w)) € F' (wegen F' = f(F))
gdw. 8 (f(q), w) € F'
gdw. '(qp,w) € F' (wegen gy = f(qo))
gdw. w e L(A) O

Wir kénnen nun Minimalitdt und Eindeutigkeit des reduzierten Automaten zeigen.

Satz 2.22
Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann gilt:

1) Ay hat minimale Zustandszahl unter allen DEAs, welche L erkennen.

2) Ist A ein DEA mit L(A) = L, so ist der reduzierte Automat Aycq := Aq isomorph zu Ay

Beweis:

1) Mit Satz 2.18 hat ~ endlichen Index. Daher ist mit Lemma 2.17 Ay ein DEA fiir L. Mit
Lemma 2.15, 4) hat jeder DEA, der L akzeptiert, mindestens soviele Zustéinde, wie ~p
Klassen (d.h. wie A, Zusténde) hat.

2) Es sei Ayeq = (Q,%,q0,0, F) und Ap = (Q', %, ¢},9', F'). Wir definieren eine Funktion
f: @Q — @ und zeigen, dafB sie ein Isomorphismus ist. Fiir ¢ € @ existiert (mindestens)
ein Wort w, € ¥* mit §(qo, w,) = ¢, da in A,.q alle Zustinde erreichbar sind. O.B.d.A. sei
Wy, = €. Wir definieren (q) := [w,].

I) fist injektiv:
Wir miissen zeigen, daf aus p # ¢ auch [w,] # [w,] folgt.
Da A,.q reduziert ist, sind verschiedene Zustédnde nicht dquivalent. Es gibt also min-
destens ein w, fiir das d(p,w) € F & 0(q,w) € F nicht gilt. Das heifit aber,
3(qo, wyw) € F & 6(qp, waw) € F gilt nicht, d.h. wiederum w,w € L < w,aw € L
gilt nicht. Also ist w, %1 w,, d.h. [wy] # [w,].

IT) f ist surjektiv:

Folgt aus Injektivitdt und |@Q| > |Q'| (Aussage 1) des Lemmas).
I1) £(q0) = ap:

Da w,, = ¢ und ¢ = [¢].
V) f(F) = F":

q € F gdw. §(q,w,) =q € F gdw. w, € L gdw. [w,] € F

V) £(6(q,a)) = 0'(f(g), a):
Es sei 0(¢q,a) =: p. Dann ist £(6(q, a)) = [w,].
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AuBlerdem ist ¢'(f(q),a) = ¢'(Jw,], a) = [w,a]. Es bleibt also [w,] = [w,a] zu zeigen, d.h.
Vw : wyw € L gdw. w,aw € L.
Dies ist offenbar dann der Fall, wenn 6(qo, w,) = 6(qo, wa) ist:

5(qo, wga) = 6(0(qo, wy),a) = 0(q,a) =p = (g, wp) O

Im Prinzip liefert dieser Satz eine Methode, um von zwei Automaten zu entscheiden, ob sie
dieselbe Sprache akzeptieren:

Korollar 2.23
Es seien A und A" DEAs. Dann gilt: L(A) = L(A") gdw. Ayeq ~ A’

red*

Man kann die reduzierten Automaten wie beschrieben konstruieren. Fiir gegebene Auto-
maten kann man feststellen, ob sie isomorph sind (teste alle Bijektionen). Hat man NEAs
gegeben, so kann man diese zuerst deterministisch machen und dann das Korollar anwenden.

3 Nachweis der Nichterkennbarkeit

Um nachzuweisen, daf} eine gegebene Sprache erkennbar ist, geniigt es, einen endlichen Auto-
maten (DEA oder NEA) dafiir anzugeben. Der Nachweis, dafl eine Sprache nicht erkennbar
ist, gestaltet sich schwieriger: Es geniigt ja nicht zu sagen, daff man keinen Automaten dafiir
gefunden hat (unendlich viele Automaten).

Wir haben bereits gesehen, dafi man den Satz von Nerode (Satz 2.18) dazu verwenden kann.
Ein anderes Hilfsmittel hierfiir ist das Pumping-Lemma:

Lemma 3.1 (Pumping-Lemma, einfache Version)
Es sei L eine erkennbare Sprache. Dann ¢ibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so daf gilt:
Jedes Wort w € L mit \w| > ng lafit sich zerlegen in w = xyz mit

e yFe
o zyfz € L fiir alle k > 0.

Beweis:

Es sei A = (Q, %, qo, A, F) ein NEA mit L(A) = L. Wir wihlen ny = |Q|. Fiir jedes Wort
w=aj...ay, € L existiert ein Pfad (po, a1, p1)(p1,a2,02) - .- (Pm—1, Gm, Pm) in A mit py = qo
und p,, € F.

Ist m > nyg, so kénnen die m + 1 Zusténde py, ..., pp, nicht alle verschieden sein, da |Q| =
nyg < m + 1. Es gibt daher ein ¢ < j mit p; = p;. Fir v 1= a1...a;, Yy = aj41...q,,
2= Q4 ... Gy gilt daher y # ¢ (da i < j) und ¢y = po A Di mei:pj s ipm € F.
Folglich gilt fiir alle £ > 0 auch p; y—k>A pi, was ay*z € L zeigt. O

Wir zeigen mit Hilfe dieses Lemmas (nochmals), dafi {a"b" | n > 0} nicht erkennbar ist.

Beispiel 3.2
L ={a"b" | n > 0} ist nicht erkennbar.

Beweis:

Angenommen, L ist erkennbar. Dann gibt es eine Zahl ny mit den in Lemma 3.1 beschriebe-
nen Figenschaften. Es sei nun n so, dafl 2n > ng ist. Da ab" € L ist, hat es eine Zerlegung
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a™b" = ryz mit |y| > 1 und ay*z € L fiir alle k > 0.

1. Fall: y liegt ganz in a™.

Dh.z = d", y = a™, z = a™b" mit no, > 0 und n = n; + ny + ng. Damit ist aber
vz =Y’z = ™" ¢ L, da ny + n3 < n. Widerspruch.

2. Fall: y liegt ganz in 0".

Fiihrt entsprechend zu einem Widerspruch.

3. Fall: y enthé&lt as und bs.

D.h.z =a™,y = a™b™, z = b" mit ny # 0 # n). Dann ist aber zyyz = a™ a™b" a™b"1 " ¢
L (da nach bs nochmal as kommen). Widerspruch.

In allen drei Féllen haben wir also einen Widerspruch erhalten, d.h. die Annahme ,,L er-
kennbar® war falsch. [

Als eine weitere Konsequenz von Lemma 3.1 erhélt man, dafl das Leerheitsproblem fiir
erkennbare Sprachen entscheidbar ist.

Satz 3.3
FEs sei L eine erkennbare Sprache (gegeben durch NEA oder DEA). Dann kann man effektiv
entscheiden, ob L = () oder nicht.

Beweis:

Es sei L erkennbar und ng die zugehorige Zahl aus Lemma 3.1. Dann gilt:

(%) L # 0 gdw. Jw € L mit |w| < ny

Um L = () zu entscheiden, mufl man also nur fiir die (endlich vielen) Worter w € 3* der
Lange < ng entscheiden, ob w zu L gehért. Dies kann man fiir jedes einzelne Wort (z.B.
durch Eingabe in den zugehérigen DEA) einfach entscheiden (vgl. Wortproblem, Satz 4.4).

Beweis von (x):
<=1 trivial

»="“: Es sei L # (). Wihle ein Wort w kiirzester Léinge in L. Wire |w| > ng, so miifite es
eine Zerlegung w = xyz, y # £ geben mit 2y°2 = w2 € L. Dies ist ein Widerspruch zur
Minimalitdt von w. [

Mit Hilfe der einfachen Variante des Pumping-Lemmas gelingt es nicht immer, Nichterkenn-
barkeit nachzuweisen.

Beispiel 3.4

Ist L = {a™™ | n # m} erkennbar? Versucht man, Nichterkennbarkeit mit Lemma 3.1 zu
zeigen, so scheitert man, da das Lemma fiir L zutrifft:

Wihle ng := 3. Es sei nun w € L mit |w| > 3, d.h. w =a"b0™, n# m und n+m > 3.

1. Fall: n > m
D.h.n=m+1 firi>1.
1.1.:1>1,dh.n—1>m.
Firx=¢,y=a, 2 =a" "™ gilt fir alle k > 0: ay*2 = d*a” 0" € L, da k +n—1>
n—1>m (wegenn—m=1i>1).
1.2.00i=1,dh n=m+1.
Wegen n+m > 3 folgt n =m +1 > 2.
Firz=c¢,y=ad? z=a"2b™ qilt
a) xy’zel,dan—-2=m-—-1#m
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b) aytze L firk>1,da(n—2)+k-2>n>m
2. Fall: n <m
kann entsprechend behandelt werden. [

Trotzdem ist L = {a"b™ | n # m} nicht erkennbar, was man mit der folgenden verschérften
Variante des Pumping-Lemmas nachweisen kann.

Lemma 3.5 (Pumping-Lemma, verschiirfte Variante)
Es sei L erkennbar. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ng > 1, so dafs gilt:
Fiir alle Worter w, v, w mit uvw € L und |v| > ng gibt es eine Zerlequng v = xyz mit

o yFfc

o uzryfzw € L fir alle k >0

Beweis:

Es sei wieder ng := |Q|, wobei @ die Zustdnde eines NEA A fiir L sind. Ist wvw € L, so gibt
es Zustiande p,q, f € Q mit qg —>4p —>aq —> 4 f € F.

Auf dem Pfad von p nach ¢ liegen |v|+1 > ng Zustéinde, also miissen zwei davon gleich sein.
Jetzt kann man wie im Beweis von Lemma 3.1 weitermachen. [

Was ist der Vorteil dieses Lemmas beim Nachweis der Nichterkennbarkeit? Man weif}, dafl
man bereits beliebig lange Teilstiicke zerlegen kann. Dadurch kann man das y geeignet po-
sitionieren (im Beispiel 3.4 im kiirzeren Block).

Beispiel 3.4 (Fortsetzung)
L ={a™™ | n # m} ist nicht erkennbar.

Beweis:

Angenommen, doch; dann gibt es ng > 1, das die in Lemma 3.5 geforderten Eigenschaften
hat. Wir betrachten nun die Woérter u := e, v 1= a™, w := ™', Offenbar ist wvw =
amopro'tno ¢ [, Mit Lemma 3.5 gibt es eine Zerlegung v = xyz mit y # ¢ und uay*zw € L
fiir alle £ > 0. Es sei @ = a™, y = a™, z = a™, ny + ny +n3 = ng, ny > 0. Offenbar existiert
ein [ mit ny - L = ny! (da 0 < ny < ny). Es ist nun aber ny + (I + 1)ny + ng = ng + ng!, was
ury*zw ¢ L liefert (Widerspruch). O

4 Abschlufleigenschaften und Entscheidungsprobleme

Wir zeigen zunéchst, daf§ die Klasse der erkennbaren Sprachen unter den Booleschen Ope-
rationen sowie Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen ist.

Satz 4.1
Sind Ly, Ly erkennbar, so auch Ly ULy, Ly, L NLy, L \ Ly, Li-Ly undLj.

Beweis:
Es sei Az = (Q“ 27 q0i, AZ', E) ein NEA fiir Lz (Z = ]_, 2) 0.B.d.A. sei Ql N Q2 = @

1) Der folgende e-NEA akzeptiert L; U Ly:
A= (Q1UQU {9}, S, ¢, A Fy UF,), wobei ¢qp ¢ Q1 U Q> und A := Aj U A, U
{(q0>€>q01), (qugaqOZ)}-
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Mit Lemma 1.12 gibt es zu A einen #dquivalenten NEA.

2) Einen DEA fiir L; erhilt man wie folgt: Zuniichst verwendet man die Potenzmen-
genkonstruktion, um zu A; einen dquivalenten DEA A = (Q,%,q,0, F) zu kon-
struieren. Der DEA fiir L; ist nun A = (Q,%,¢.6,Q \ F). Es gilt nimlich:
we L, gdw. wé L(A)

gdw. w ¢ L(A)
gdw. d(qo,w) ¢ F
gdw. 0(qo,w) € Q\ F
gdw. w € L(A)
Beachte: Man darf dies nicht direkt mit dem NEA machen!

3) LiN Ly = L; UL, zeigt wegen 1) und 2) auch 3). Da die Potenzmengenkonstruktion aber
sehr aufwendig sein kann, ist es giinstiger, direkt einen NEA fiir L; N Ly zu konstruieren,
den sogenannten Produktautomaten A := (Q1 X Q2,%, (qo1,02), A, F1 N Fy) mit A :
{1, @), 0, (¢, 8)) | (@1,a,q1) € Ay und (g2, a,¢3) € Ag} Ein Ubergang in A ist also
genau dann maoglich, wenn der entsprechende Ubergang in A; und A, maéglich ist. Daraus
ergibt sich leicht L(A) = Ly N L.

4) Ll\LQZleL_Q

5) Der folgende e-NEA akzeptiert Ly - Lo:
= (Q1 UQ2 X, qo1, A, F), wobei A := Ay UAU{(f,2,q02) | f € F1}.

< W B

6) Der folgende e-NEA akzeptiert Li:
A = (Ql U {qO}vzvqu’ {qO})7 wobei 4o ¢ Ql und A = Al U {(fvquﬂ) | f € Fl} U
{(qmquﬂl)}-
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Beachte: Alle angegebenen Konstruktionen sind effektiv. Die Automaten fiir L; U Ly, LN Lo,
L, - Ly und Lj sind polynomiell in der Grofle der Automaten fiir L, L,. Beim Komplement
kann die Konstruktion exponentiell sein, wenn man von einem NEA ausgeht.

Man kann derartige Abschlufleigenschaften auch dazu verwenden, Nichterkennbarkeit einer
Sprache L nachzuweisen.

Beispiel 4.2

L :={a™0™ | n # m} ist nicht erkennbar (vgl. Beispiel 3.4). Anstatt dies direkt mit Lemma
3.5 zu zeigen, kann man auch verwenden, daf$ bereits bekannt ist, dafy L' :== {a"b" | n > 0}
nicht erkennbar ist. Wire nimlich L erkennbar, so auch L' = L N {a}* - {b}*. Da wir schon
wissen, dafl L' nicht erkennbar ist, kann auch L nicht erkennbar sein.

Wir betrachten nun das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das Aquivalenzproblem.
Dabei gehen wir davon aus, dafl die erkennbare Sprache durch einen DEA oder NEA gegeben
ist. Bzgl. Entscheidbarkeit macht es keinen Unterschied, ob man einen DEA oder NEA
gegeben hat, da man aus einem NEA effektiv einen dquivalenten DEA konstruieren kann
(Satz 2.4). Bzgl. Komplexitit kann der Unterschied aber relevant sein, da der Ubergang
NEA — DEA exponentiell sein kann.

Leerheitsproblem:

Geg.: erkennbare Sprache L (durch DEA oder NEA)
Frage: Ist L # ()7

Wir wissen bereits (Satz 3.3), da§ das Problem entscheidbar ist. Allerdings ist das im Beweis
des Satzes beschriebene Entscheidungsverfahren viel zu aufwendig (exponentiell viele Worter
der Lange < ny, falls |X] > 1).

Satz 4.3
Es sei A= (Q,%,q, A, F) ein NEA. Dann kann man ,L(A) # 0?% in der Zeit O(|Q|+ |A])

entscheiden.

Beweis:

Man kann A als gerichteten Graphen G = (@, F) auffassen mit E := {(q1, @) | (¢1,a,¢) €
A fiir ein @ € ©}. Dann gilt: L(A) # 0 gdw. in der von ¢y aus erreichbaren Knotenmenge
befindet sich ein Endzustand. Die von ¢¢ aus erreichbaren Knoten kann man mit Aufwand
O(|Q| + |E]) berechnen (vgl. Vorlesung ,, Algorithmen und Datenstrukturen®). Inshesondere
ist also das Leerheitsproblem fiir erkennbare Sprachen mit polynomiellem Aufwand lésbar.
O]

Wortproblem:

Geg.: erkennbare Sprache L, Wort w € ¥*
Frage: Gilt w € L?

Ist L = L(A) fiir einen DEA A = (Q, %, qo,0, F'), so kann man einfach, beginnend mit g,
durch Anwendung von § berechnen, zu welchem Zustand in A man mit w kommt und priifen,
ob dies ein Endzustand ist. Nimmt man ¥ als konstant an, so benétigt eine Anwendung von
0 nur konstante Zeit. Dies liefert:

Satz 4.4
Es sei A= (Q, %, qo, 0, F) ein DEA und w € ¥*. Dann kann man ,w € L(A)?“ in der Zeit
O(|w]) entscheiden.
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Fiir einen NEA ist dies nicht so einfach, da man ja verschiedene mit w beschriftete Pfade
haben kann und man diese (im schlimmsten Fall) alle betrachten muf}, um festzustellen, ob
einer davon mit einem Endzustand aufhort.

Satz 4.5
Essei A= (Q,%,q, A, F) ein NEA und w € ¥*. Dann kann man ,w € L(A)?“ in der Zeit
O(Jw| - (|Q| + |Al)) entscheiden.

Beweis:

Konstruiere zunichst einen Automaten A,,, der genau w = a ... a, akzeptiert:

:al :CLQC anC

Dieser Automat hat |w|+ 1 Zusténde. Offenbar ist w € L(A) gdw. L(A) N L(A,) # (. Wie
grof} ist nun der Produktautomat zu A und A,,?

Zustande: |Q] - (Jw] + 1) )

Ubergéinge: Fiir jeden Ubergang (O >0 gibt es maximal |A| mégliche Ubergéinge in A.
Also maximal |w] - |A| viele Uberginge im Produktautomaten. Nach Satz 4.3 ist daher der
Aufwand zum Testen von L(A) N L(A,) # 0

O(Ql- (lwl +1) + [w[ - |A]) = O(lw] - (lQ[ +]A]) O

Aquivalenzproblem:

Geg.: erkennbare Sprachen L, L,
Frage: Gilt Ly = Ly?

Wie bereits erwéhnt, kann man das Aquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem reduzieren:

Satz 4.6
Das Aquivalenzproblem ist fiir erkennbare Sprachen entscheidbar. Sind die Sprachen durch
DEAs gegeben, so ist dies in polynomueller Zeit moglich.

Beweis:

Wir haben gesehen, daf§ die Automatenkonstruktionen, welche Abschlufl unter Vereinigung,
Durchschnitt und Komplement zeigen, effektiv sind. Daraus ergibt sich Entscheidbarkeit
(auch bei NEAs). Die Konstruktionen fiir Vereinigung und Durchschnitt sind polynomiell.
Beim Komplement ist dies nur dann der Fall, wenn bereits DEAs vorliegen. [

Wir werden spéter sehen, daf sich der exponentielle Zeitaufwand fiir die Potenzmengenkon-
struktion (wahrscheinlich) bei NEAs nicht vermeiden 1d8t: das Aquivalenzproblem fiir NEAs
ist PSPAC E-vollstiandig (schlimmer als NP).

5 Regulire Ausdriicke und Sprachen

Wir hatten bisher verschiedene dquivalente Charakterisierungen der Klasse der erkennbaren
Sprachen mit Hilfe von Transitionssystemen und Rechtskongruenzen gesehen:

Eine Sprache L C ¥* ist erkennbar gdw.
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(1) L = L(A) fiir einen NEA A.

(2) L = L(A) fiir einen =-NEA A.

(3) L = L(A) fiir einen NEA mit Wortiibergidngen A.

(4) L = L(A) fiir ein endliches Transitionssystem .A.

(5) L = L(A) fiir einen DEA A.

(6) Die Nerode-Rechtskongruenz ~; hat endlichen Index.

Im folgenden betrachten wir eine weitere Charakterisierung mit Hilfe regularer Ausdriicke.

Definition 5.1 (Syntax regulidrer Ausdriicke)
Es sei Y ein endliches Alphabet. Die Menge Regs, der requldren Ausdriicke iiber 5 ist induktiv
definiert:

e 0, 2, a (fir a € X) sind Elemente von Regs.

e Sind r,s € Regs, so auch (r + s),(r-s),r* € Regs.

Beispiel 5.2
((a-0*) +0*)* € Regs fir ¥ = {a,b}

Notation:

Um Klammern zu sparen, lassen wir Auflenklammern weg und vereinbaren, dafl * starker
bindet als - und daf - stéarker bindet als 4+. Auflerdem lassen wir - meist ganz wegfallen. Der
Ausdruck aus Beispiel 5.2 kann also geschrieben werden als (ab* 4 (*)*.

Jedem reguldren Ausdruck r iiber ¥ wird eine formale Sprache L(r) zugeordnet.

Definition 5.3 (Semantik regulirer Ausdriicke)
Die durch den requliren Ausdruck r definierte Sprache L(r) ist induktiv definiert:

o L(0):=0, L():={c}, L(a):={a}

o L(r+s):=L(r)UL(s), L(r-s):=L(r)-L(s), L(r*):= L(r)*

FEine Sprache L C X* heifst requlir, falls es ein r € Regs, gibt mit L = L(r).
Beispiel 5.4

e (a+b)*ab(a + b)* definiert die Sprache aller Worter iiber {a,b}, die Infiz ab haben.
o L(ab* +b) = {ab’ | i >0} U {b}

Bemerkung:

Statt L(r) schreiben wir im folgenden h#ufig einfach r.
Dies ermdglicht es zu schreiben:

e abb € ab* +b  (eigentlich abb € L(ab* + b))
o (ab)*a =a(ba)* (eigentlich L((ab)*a) = L(a(ba)*))
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Wir zeigen nun, daffl man mit reguldren Ausdriicken genau die erkennbaren Sprachen defi-
nieren kann.

Satz 5.5 (Kleene)
Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:

1) L ist regulir.

2) L ist erkennbar.

Beweis:

»1 — 2%: Induktion iiber den Aufbau regularer Ausdriicke

Verankerung:

o L(0) = 0 erkennbar: —O ist NEA fiir § (kein Endzustand).
o L(¢) = {e} erkennbar: —O ist NEA fiir {¢}.

e L(a) = {a} erkennbar: O Q ist NEA fiir {a}.

Schritt:
Weif man bereits, daB L(r) und L(s) erkennbar sind, so folgt mit Satz 4.1 (Abschluflei-
genschaften), dal auch L(r + s) = L(r) U L(s), L(r - s) = L(r) - L(s) und L(r*) = L(r)*
erkennbar sind.

w2 — 1 Sei A = (Q, %, qo, A, F) ein NEA mit L = L(A). Wie in Definition 2.8 sei fiir ¢ € @
der NEA A, := (Q,%,¢,A, F) und L, = L(A,) definiert, d.h. insbesondere L = L.

Der Zusammenhang zwischen den L,s kann nun als Gleichungssystem beschrieben werden,
dessen Losungen eindeutig bestimmte regulire Sprachen sind.

b

Ly = {a} -Lyu{a}-L,
L1 - {b} . LQ
Ly = {b}-LiUu{e}

Beispiel 5.6

Allgemein:

{e} falls pe F
0 falls p¢ F
Damit erfiillen die Sprachen L, die folgenden Gleichungen: Fiir alle p € @ gilt:
Ly=(U 44 L) UBy

qeQ
Behauptung:

Firp,ge @Qsei Ay, ={a€X | (p,a,q,) € A} und firp € Q sei B, =
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Das Gleichungssystem

(%) X, = ( UQ Apg- X)UB, (p€EQ)
qe
hat genau eine Losung und diese besteht aus reguléren Sprachen.

Aus der Behauptung folgt, daf die Sprachen L, regulir sind, da sie ja das System (x) 16sen.
Wir zeigen zunéchst, wie man eine einzige Gleichung der Form

(%) X=A-XUB

16sen kann. Daraus ergibt sich dann die Lsung von Gleichungssystemen der Form (x) durch
Induktion iiber die Anzahl der Variablen.

Lemma 5.7 (Arden)

Es seien A,B C ¥* und ¢ ¢ A. Die Gleichung () X = A- X U B hat als eindeutige
Losung X = A* - B.

Beachte:

Sind A, B regulér, so auch A*B.

Aus dem Lemma folgt dann fiir die Gleichung (x), die wir als Gleichung der Form (%*) fiir
ein fixiertes p € () auffassen:

Xp = Ap,p'XpU ((U Ap,q'Xq> UBp)
pFq

hat als eindeutige Losung

s () o)
qa7p

Setzt man diese Losung in (x) ein, so erhélt man ein System mit einer Variablen weniger.
Nach Induktion hat dieses eine eindeutige Losung, die aus reguléren Sprachen besteht. Da
in obiger Losung fiir X, nur regulére Operationen (U, -,* ) verwendet werden, ist auch diese
Losung reguldr (und eindeutig nach Arden).

Beispiel 5.6 (Fortsetzung)
XO = {a}-XOU{a}-Xl
X1 - {b} . X2
XQ = {b} . X1 U {8}

Auflosen nach Xy:

Xo ={a}*-{a}- X,

Finsetzen dndert die anderen Gleichungen nicht.
Auflosen nach Xi:

Xy =0"-{b}- Xo = {b} - X>

Finsetzen liefert:

X ={b} - {b} - Xr U {e}
Auflosen nach Xs:

Xo = ({0} - {b})"
Damit ist X, = {b}- ({0} -{0})* und Xo = {a}*-{a}-{b}- ({b}-{b})* = L(A). Als requlirer
Ausdruck: a*ab(bb)*.



Requldre Ausdriicke und Sprachen 31

Beweis von Lemma 5.7:

1) A*B ist Losung:
A-A*-BUB=(A-A*U{e})-B=A"-B

2) Eindeutigkeit:
Es sei L eine Losung, d.h. L = AL U B.

2.1) A*B C L.
Wir zeigen durch Induktion iiber n: A"B C L.
e ’'B=BCALUB=1L
o Gelte A"B C L. Es folgt: A""'B=AA"BC ALC ALUB =1L
22) L C A*B.
Angenommen, dies gilt nicht. Es sei w € L ein Wort minimaler Linge mit w ¢ A*B.
wéeL=ALUB, dh. we AL oder w € B. Fiir w € B folgt w € A*B (Widerspruch).

Aus w € AL folgt, da8 es u € A und v € L gibt mit w = uv. Wegen ¢ ¢ A ist |v| < |w].
Wegen Minimalitdt von w folgt v € A*B (Widerspruch, da dann w =wv € A*B). O

Zum Abschlufl von Teil T erw&hnen wir einige hier aus Zeitgriinden nicht behandelte The-
menbereiche:

e endliche Automaten mit Ausgabe:

Ubergiinge p ﬂ) 4 ¢, wo v € I'* Wort iiber einem Ausgabealphabet ist. Solche Automaten
beschreiben spezielle Funktionen ¥* — I'™.

e algebraische Theorie formaler Sprachen:

Jeder Sprache L wird ein Monoid M, (syntaktisches Monoid) zugeordnet. Klassen von
Sprachen entsprechen Klassen von Monoiden, z.B. L reguldr gdw. M, endlich.

e Automaten auf unendlichen Woértern:

Biichi-Automaten sind endliche Automaten, bei denen man unendliche Worter (unendliche
Folgen von Buchstaben) eingibt.

e Baumautomaten:

Baume statt Worter als Eingaben.
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Teil 11

Grammatiken, kontextfreie Sprachen
und Kellerautomaten

Einfiihrung

Wir werden hier Klassen formaler Sprachen untersuchen, die allgemeiner sind als die der
reguldren Sprachen. Insbesondere werden wir die Klasse der kontextfreien Sprachen genauer
betrachten, da durch sie z.B. die Syntax von Programmiersprachen (zumindest in grofien
Teilen) beschreibbar ist.

Zunéchst fithren wir allgemein den Begriff der Grammatik ein. Klassen formaler Sprachen
erhilt man durch einschréinkende Bedingungen an die Form der Grammatik.

6 Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken dienen dazu, Worter zu erzeugen. Man hat dazu Regeln, die es erlauben, ein
Wort durch ein anderes Wort zu ersetzen (aus ihm abzuleiten). Die erzeugte Sprache ist
die Menge der Worter, die ausgehend von einem Startsymbol erzeugt werden kénnen durch
wiederholtes Ersetzen.

Beispiel 6.1
Regeln: S — aSb (1)
S—¢ (2)
Startsymbol: S

S Ly aSh - aaShh — aaaShbb — aaabbb

Das Symbol S ist hier ein Hilfssymbol (nichtterminales Symbol) und man ist nur an den
erzeugten Wortern interessiert, die das Hilfssymbol nicht enthalten (Terminalwdorter). Man
sieht leicht, daf$ dies hier alle Worter a™b™ mit n > 0 sind.

Definition 6.2 (Grammatik)
Fine Grammatik ist von der Form G = (N, %, P, S), wobei

o N und X endliche, disjunkte Alphabete sind (N: Nichtterminalsymbole, 3: Terminalsym-
bole),

e S € N das Startsymbol ist,
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e PC(NUX)" x (NUX)* eine endliche Menge von Ersetzungsregeln (Produktionen) ist.

Produktionen (u,v) € P schreibt man gewdhnlich als w — v.

Beispiel 6.3
G=(N,X,P,S) mit N ={S,B}, ¥ ={a,b,c},
P={S — aSBe¢,S — abc,cB — Bc,bB — bb}

Wir definieren nun, was es heifit, dafl man ein Wort, durch Anwenden der Regeln aus einem
anderen ableiten kann.

Definition 6.4 (durch eine Grammatik erzeugte Sprache)
FEs sei G = (N, %, P,S) eine Grammatik und x,y seien aus (N U X)*.

1) y aus x direkt ableitbar:
rhgy gdw. Fwy, 00 € (NUX)* : Ju —> v € P x = xyure Ay = 1029

2) y aus x in n Schritten ableitbar:
rFLy gdw. Jxg,xq,. .., 0, € (NUS) txg=x Az, =yAz;Fgag fir0<i<n

3) y aus x ableitbar:
rFLy gdw. In > 0Ly

4) Die durch G erzeugte Sprache ist
L(G) :={w e ¥* | Sk w}.

Man ist also bei der erzeugten Sprache nur an den in GG aus S ableitbaren Terminalwortern
interessiert.

Beispiel 6.3 (Fortsetzung)
S g abe, d.h. abe € L(G)
S k¢ aSBc g aaSBceBce g aaabcBeBe b aaabBecBe 2 aaabBBcece 2, aaabbbece

Es gilt: L(G) = {a™b"c" | n > 1}
Beweis:

»2“: Fiir n =1 ist abe € L(G) klar. Fiir n > 1 sieht man leicht:
S L @S (Be)" ! kg abe(Be) ! FE a"bB YT M Y atbte”

»C¥: Gelte S 5 w mit w € ¥*. Wird sofort die Produktion S — abc verwendet, so ist
w = abc € {a™"c™ | n > 1}. Sonst betrachten wir die Stelle in der Ableitung, an der
S das letzte mal auftritt: S 5 " 'Su mit v € {¢, B}* und |u|g = |ul. = n — 1 (nur
S — aSBc, cB — Bc angewendet, da noch kein b vorhanden). a" 'Su b a"beu =5 w.
Um von a"bcu aus nun alle nichtterminalen Symbole B zu entfernen, mufl man bB — bb
anwenden. Damit B aber auf b st68t, muf3 es links von allen ¢s stehen. [

Beispiel 6.5

G = (N,%,P,5) mit N ={S,B}, S = {a,b},

P={S—aS,S — bS,S — abB,B — aB,B — bB,B — ¢}
L(G) =% - {a} - {b} - T
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Die Grammatiken aus Beispiel 6.5, 6.3 und 6.1 gehoren zu unterschiedlichen Stufen der
Chomsky-Hierarchie:

Definition 6.6 (Typen von Chomsky-Grammatiken)
FEs sei G = (N, %, P,S) eine Grammatik.

o Jede Grammatik G heifst Grammatik vom Typ 0.

o G heifft Grammatik vom Typ 1 (kontextsensitiv), falls jede Produktion von G die Form

— uyAug — ugwuy mit A € N, uy,us,w € (S U N)* und |w| > 1 oder

— S — ¢ hat.
Ist S — ¢ € P, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor.

o G heifst Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei), falls jede Regel von G die Form A — w hat
mit A€ N, we (XUN)*.

o G heifft Grammatik vom Typ 3 (rechtslinear), falls jede Regel von G die Form A — uB
oder A — u hat mit A € N, u e 3%,

kontextfrei: linke Seite nur Nichtterminalsymbol A, das daher stets unabhéngig vom Kon-
text im Wort ersetzt werden kann.

kontextsensitiv: u; Aus — ujwus. Hier ist die Ersetzung von A durch w abhéngig davon,
daB der richtige Kontext (u; links und uy rechts) vorhanden ist. |w| > 1 sorgt dafiir, daf
die Produktionen die Worter verlingern (Ausnahme S — £, die aber nur zur Erzeugung
von ¢ dient).

Definition 6.7 (Klasse der Typ-i-Sprachen)
Fiiri=0,1,2,3 ist die Klasse der Typ-i-Sprachen definiert als
L; :={L(G) | G ist Grammatik vom Typ i}.

Wir werden sehen: £3 C Lo C L, C L.
Nach Definition der Grammatiktypen gilt offenbar £3 C L5 und £ C L.
7 Rechtslineare Grammatiken und regulidre Sprachen

Satz 7.1
Die Typ-3-Sprachen sind genau die requliren/erkennbaren Sprachen, d.h.
Ly ={L | L ist requlir}.

Beweis:

1) Es sei L € L3, dh. L = L(G) fiir eine Typ-3-Grammatik G = (N, %, P, S). Es gilt

w € L(G) gdw.
(*) Es glbt eine Ableitung S = BO l_G wy By l_G wwe By I_G R I_G w1 .. .wn_an_l I_G
Wy ... Wy_1wy, fiir Produktionen B;_y — w;B; € P (i=1,...,n) und B,_y — w, € P.

Wir konstruieren nun einen NEA mit Worttransitionen, der die Nichtterminalsymbole von
G als Zusténde hat: A = (NU{Q}, 5,5, A, {Q}), wobei 2 ¢ N neuer Endzustand ist und
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A={(A,w,B)| A— wB e P}U{(A,w,Q)| A— w e P}.
Ableitungen der Form (%) entsprechen nun genau Pfaden in A:
(%k) (S, wy, By)(By, w2, Bs) ... (Bp—a, wn_1, By_1)(Bn-1, 0y, 2)
Dies zeigt L(A) = L(G).

Beispiel 6.5 (Fortsetzung)
P={S—aS,S — bS,S — abB,B — aB,B — bB, B — ¢} liefert

(e —=(()

a,b a,b

2) Es sei L = L(A) fiir einen NEA A = (Q, %, qo, A, F). Wir definieren daraus eine Typ-3-
Grammatik G = (N, X, P, S) wie folgt:

N = @
S =
P = {p—aq| (p,a,q) e A} U{p —c|peF}

Ein Pfad in A der Form (qo, a1, ¢1)(q1,a2,q2) - .. (Gn_1, Gn, Gn) mit ¢, € F entspricht nun
genau einer Ableitung ¢y g a1q1 Fg aiasqe Fg oo Fgar .. anqn Fg ar ... ay.
O

Beispiel 7.2

liefert die Grammatik mit den Produktionen
P ={qo — aqo, g0 — bqo, qo — aqi,q1 — bg2,q> — aqa, ¢ — bgo, qo — £}

Korollar 7.3
L3 C Ls.

Beweis:

Wir wissen bereits L3 C Lo. Mit Beispiel 6.1 ist L := {a"b" | n > 0} € L,. Im Teil T haben
wir gezeigt, dal L nicht erkennbar/regulér ist, d.h. mit Satz 7.1 folgt L ¢ £3. O

Beispiel 7.4

Als ein weiteres Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht requldr ist, betrachten wir
{a™b™ | n # m}. Man kann diese Sprache mit folgender kontextfreier Grammatik erzeugen:
G = (N,%,P,S) mit N ={5,55,5<}, ¥ ={a,b}, P={S — aS>,5 — 50,55 —
aSsb, S5 — aS>, 5> — &,5< — aS<b, S« — S<b,S< — <}

Es gilt nun:
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o SoFLwe{a bt = w=a""™ mit n>m,

o Sc i we {a, b} = w=a"b" mitn <m,

woraus sich erqibt:

o SHLwe {a, b} = w=aa™™ mitn > m oder w = a"b™b mit n < m,

d.h. L(G) = {a™™ | n # m}.

8 Normalformen kontextfreier Grammatiken

Wir werden zeigen, dal man die Klasse aller kontextfreien Sprachen bereits mit kontextfreien
Grammatiken einer eingeschrénkten Form erzeugen kann.

Zwei Grammatiken heiflen dquivalent, falls sie dieselbe Sprache erzeugen.

Zunichst zeigen wir, dafl man ,,iiberfliissige“ Symbole aus kontextfreien Grammatiken eli-
minieren kann.

Definition 8.1 (terminierendes und erreichbares Symbol, reduzierte Grammatik)
FEs sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik.

1) A€ N heifit terminierend, falls es ein w € ¥* gibt mit A 5, w.
2) A€ N heifit erreichbar, falls es u,v € (XU N)* gibt mit S g uAv.
3) G heifit reduziert, falls alle Elemente von N erreichbar und terminierend sind.

Lemma 8.2
Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N,X, P, S) kann man effektiv die Menge der er-
reichbaren Nichtterminalsymbole bestimmen.

Beweis:

Wir definieren dazu

EO = {S}
Ei—l—l = FE;U {A | dB € E; mit, Regel B — uiAuy € P}

Es gilt Ey C Ey C Ey, C ... C N. Da N endlich ist, gibt es ein £ mit Fj = E}, und damit

E,=U E..
i>0
Behauptung:

Ey ={A € N | Aist erreichbar}, denn:
»C*: Offenbar enthalten alle E; nur erreichbare Symbole

,»D%: Zeige durch Induktion iiber i: S+, udv = A€ E;. O

Beispiel 8.3
P={S—aS,S— SB,S — S5, —¢,A — ASB,A — C,B — Cb}
EUZ{S}CEl :{S,B} CEQZ{S,B,C}:Eg,

Es ist also A das einzige nichterreichbare Symbol.
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Lemma 8.4
Zu einer kontextfreien Grammatik G = (N, 3, P, S) kann man effektiv die Menge der termi-
nierenden Symbole bestimmen.

Beweis:

Wir definieren dazu

T, = {AeN|Jwel:A—we P}
Tiv1 == T, U{AeN|TFwe (ZUT;)": A— we P}

Esist Ty C Ty, C ... C N, und es gibt daher ein k£ mit T, = Ty.yy = U T

i>1
Behauptung:
T, ={A € N | A ist terminierend}

»C“: Offenbar sind alle Elemente von T; (i > 1) terminierend:
i=1: AFqgwe X*.
i—i+1: A l_G U1 BiuoBs . .. UanU,-H_l, B; "E w; € 3F

»2*: Zeige durch Induktion iiber i:
AFSwes = AcT,.
i=LAFs'wes = A-—weP=AcT
i =i+ 1 Al uiBy ..y Bty FE w = wwy .. Wyt ujw; € BF, Bj € N
= Fiir alle j gilt: B; F5' w; € ©*
= B; € T; (Induktion) == A e T, O

Aus Lemma 8.4 folgt unmittelbar:

Satz 8.5
Das Leerheitsproblem ist fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar.

Beweis:
Offenbar gilt L(G) # 0 gdw. Jw € % : S 5 w gdw. S ist terminierend. [
Lemma 8.2 und 8.4 zusammen zeigen, wie man unerreichbare und nichtterminierende Sym-

bole eliminieren kann.

Satz 8.6
Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # O kann man effektiv eine dquivalente
reduzierte kontextfreie Grammatik erzeugen.

Beweis:
Zu G = (N,X, P, S) definieren wir G’ := (N, X, P', S), wobei
N':={A € N | Aist terminierend in G}, P':={A—weP|Ae N, we (N UID)*}

Beachte: Aus L(G) # () folgt S € N'!

In einem zweiten Schritt eliminieren wir unerreichbare Symbole, d.h. G := (N", %, P", S),
wobei N” :={A € N' | A ist erreichbar in G'} und P":={A —we P | Ac N"}.

Beachte: Ist A € N”" und A — uyBuy € P, so ist B € N”. Man sieht leicht, da} L(G) =
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L(G") = L(G") und G" reduziert ist. [J
Vorsicht: Symbole, die in G noch erreichbar waren, miissen es in G’ nicht sein.

Als néchstes eliminieren wir Regeln der Form A — .

Lemma 8.7

Es sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann lGfit sich eine Grammatik G' ohne Regeln der
Form A — & konstruieren mit L(G') = L(G) \ {¢}.

Beweis:

1) Finde alle A € N mit A Ff, e:

N, = {AeN|A—c€P}
N’H—l = NzU{A€N|A—>B1BnepfurBJENi}

Es gibt ein k mit Ny = N1 = J N;. Fiir dieses k gilt: A € Ny gdw. AF§ <.

i>1

2) Eliminiere in G alle Regeln A — 2. Um dies auszugleichen, nimmt man fiir alle Re-
geln A — wBy...u,Byupy mit B € Ny und u; € (X U N\ Ni)* die Regeln
A — uyf1us . . Uy Prtin ey hinzu mit §; € {B;, e} und wyfrus ... upfBptiny #e. O

Beispiel:
P={S—aS,S — SS,S— bA,A— BB,B— CC,B — aAbC,C — ¢}
Ng = {C},N1 = {C,B},NQ = {C,BjA} = N3
P ={S—aS,S — 5SS, S — bA,S — b,
A— BB, A — B,
B— CC,B—C,
B — aAbC, B — abC, B — aAb, B — ab}
Die Ableitung S +bA F bBB+ bCCBF bCCCC H* b kann in G’ direkt durch S F b erreicht

werden.

Definition 8.8 (s-freie kontextfreie Grammatik)
Fine kontextfreie Grammatik heifst =-frei, falls gilt:

1) Sie enthilt keine Regeln A — ¢ fiir A # S.

2) Ist S — ¢ enthalten, so kommt S nicht auf der rechten Seite einer Regel vor.

Satz 8.9
Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann effektiv eine dquivalente c-freie Grammatik kon-
struiert werden.

Beweis:

Konstruiere G' wie im Beweis von Lemma 8.7 beschrieben. Ist ¢ ¢ L(G) (d.h. S t£; &,
also S ¢ Ny), so ist G’ die gesuchte e-freie Grammatik. Sonst erweitere GG’ um ein neues
Startsymbol Sy und die Produktionen S — S und Sp — 2. [
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Korollar 8.10
Ly C L.

Beweis:

Offenbar ist jede e-freie kontextfreie Grammatik eine Typ-1-Grammatik. (Produktionen:
uy Auy — ujwus mit |w| > 1, kontextfrei: u; = ¢; S — ¢ und S nicht auf rechter Seite).
O

Wir zeigen nun, dafl man auch auf Regeln der Form A — B verzichten kann.

Satz 8.11
Zu jeder kontextfreien Grammatik kann man effektiv eine dquivalente kontextfreie Grammatik
konstruieren, die keine Regeln der Form A — B (A, B € N ) enthiilt.

Beweisskizze:

1) Bestimme zu jedem A € N die Menge N(A) := {B € N | A+ B} (effektiv machbar).
2) P={A—w|B—wePBeNA uwmdw¢ N} 0O

Beispiel:

P={S— A)A— B,B— aA, B — b}

N(S) = {S>A’B}> N(A) = {A’B}> N(B) = {B}
P ={B—aA,A— aA S — aA,B — bjA —b,S — b}

Wir zeigen nun, dafl man sich auf Regeln sehr einfacher Form beschrinken kann, ndmlich
A—aund A — BC.

Satz 8.12 (Chomsky-Normalform)

Jede kontextfreie Grammatik lifit sich umformen in eine dquivalente Grammatik, die nur
Regeln der Form A — a, A — BC mit A,B,C € N, a € ¥ (und eventuell S — ¢,
wobei S nicht rechts vorkommt) enthdlt. Fine derartige Grammatik heifst dann Grammatik
in Chomsky-Normalform.

Beweis:

1) Konstruiere zu der gegebenen Grammatik eine dquivalente e-freie ohne Regeln der Form
A — B (Reihenfolge!).

2) Fiihre fiir jedes a € ¥ ein neues Nichtterminalsymbol X, und die Produktion X, — a
ein.

3) Ersetze in jeder Produktion A — w mit w ¢ X alle Terminalsymbole a durch die zu-
gehorigen X,,.

4) Produktionen A — Bj ... B, fiir n > 2 werden ersetzt durch A — B;C}, C1 — By(C,
.., C,_o — B,,_1B,, wobei die C} jeweils neue Symbole sind. [l

Beachte:

Fiir einen NEA A (eine rechtslineare Grammatik ) kann man w € L(A) (w € L(G)) z.B.
deshalb entscheiden, da ein Pfad in A, der w erkennt (eine Ableitung in G, die w erzeugt)
genau die Lange |w| haben muB. Es gibt aber nur endlich viele Pfade (Ableitungen) dieser
festen Lange.

Bei allgemeinen kontextfreien Grammatiken kann man keine Schranke fiir die Lénge einer
Ableitung von w aus S angeben, wohl aber bei Grammatiken in Chomsky-Normalform:
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e Produktionen der Form A — BC' verlangern um 1, d.h. sie kénnen maximal |w|— 1-mal
angewandt werden.

e Produktionen der Form A — a erzeugen genau ein Terminalsymbol von w, d.h. sie werden
genau |w|-mal angewandt.

Es folgt: w € L(G) \ {¢} wird durch eine Ableitung der Lénge 2|w| — 1 erzeugt.
Da es aber ia. > 2" Ableitungen der Linge n geben kann, liefert dies ein
exponentielles Verfahren zur Entscheidung des Wortproblems.

Ein besseres Verfahren (kubisch) liefert die folgende Uberlegung:

Definition 8.13
FEs sei G = (N,%, P,S) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und w =
a ...a, € 3*. Wir definieren:

o wij=a;...a; (firi<j)

o N;jj:={Aec N |AF; w;}

Mit dieser Notation gilt nun:

1) S € Ny, gdw. w € L(G)

2) A€ N gdw. AL a; gdw. A — a; € P

3) Ae Ny firi < jgdw. AFSL a;...a; gdw. 3A — BC € P und ein k mit i < k < j
mit B =5 a;...a; und C = apyr...a; gdw. 3A — BC € P und k mit i < k < j mit
BGNik undC’GN(k+1)j

Diese Uberlegungen liefern das folgende iterative Verfahren zur Bestimmung von Nj:

Algorithmus 8.14 (CYK-Algorithmus von Cocke, Younger, Kasami)
for 7 :=1 to n do
Ny = {A|A—>0J16P}
for d := 1 to n—1 do (wachsende Differenzd =j — i)
for i :=1 ton—d do
J o=1i+d
Nij = @
for k :=i to j—1 do

Beachte: In der innersten Schleife sind die Differenzen £ — ¢ und 7 — & + 1 kleiner als das
aktuelle d, also sind Vj; und N;11); bereits berechnet.

Satz 8.15
Fiir eine gegebene Grammatik in Chomsky-Normalform entscheidet Algorithmus 8.14 die
Frage ,w € L(G)?“ in der Zeit O(Jw|?).
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Beweis:

Drei geschachtelte Schleifen, die jeweils < |w| = n Schritte machen, daraus folgt: |w|* Schritte
in der innersten Schleife. [

Beachte:

Die Grofle von G ist hier als konstant angenommen (fest vorgegebenes G). Daher ist die
Suche nach den Produktionen A — BC und A — a; auch konstant.

Beispiel:

P={S — SAS — a,A — BS,B — BB,B — BS,B — b,B — ¢} und
w = abacba:

i\j |1 2 3 4 5 6

1 ]S 0 S 0 0 S

2 B A B|B B A, B

3 S |0 0 S SeN={S}
4 B B A, B = w € L(G)

5 B A B

6 S

w:‘a ‘b ‘a ‘c ‘b ‘a ‘

Eine weitere interessante Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die
Greibach-Normalform, bei der jede Produktion mindestens ein Terminalsymbol erzeugt.

Satz 8.16

Jede kontextfreie Grammatik lGfst sich effektiv umformen in eine dquivalente Grammatik, die
nur Regeln der Form A — aw (A € N,a € ,w € N*) (und eventuell S — =, wobei S
nicht rechts vorkommt) enthdlt (ohne Beweis!). Eine derartige Grammatik heifft Grammatik
in Greibach-Normalform.

9 Abschluleigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz 9.1
Die Klasse Lo der kontextfreien Sprachen ist unter Vereinigung, Konkatenation und Kleene-
Stern abgeschlossen.

Beweis:

Es sei L1 = L(Gy) und Ly, = L(Gs) fiir kontextfreie Grammatiken G; = (N;, 5, P;, S;)
(i =1,2). O.B.d.A. nehmen wir an, da Ny N Ny = ().

1) G = (N1 UN2 U {S},E,Pl UP2 U {S — Sl,S — SQ},S) mit S ¢ N1 UN2 ist eine
kontextfreie Grammatik mit L(G) = Ly U Ls.

2) G':= (NTUNU{S}HE, PLURU{S — S15},5) mit S ¢ Ny UN; ist eine kontextfreie
Grammatik mit L(G") = Ly - Lo.

3) G" == (N U{S}HE,PLU{S — ¢, — S55},5) mit S ¢ N, ist eine kontextfreie
Grammatik fir L7. O
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Wir werden zeigen, daf§ Abschlufl unter Durchschnitt und Komplement nicht gilt. Dazu
benotigen wir zunéchst eine geeignete Methode, von einer Sprache nachzuweisen, dafl sie
nicht kontextfrei ist. Dies gelingt wieder mit Hilfe eines Pumping-Lemmas. Um dieses zu
zeigen, stellt man Ableitungen als Baume, sogenannte Ableitungsbidume dar.

Beispiel 9.2
P={S— SbS,S — a}

Drei Ableitungen von ababa:
1) SE SbS F abS t abSbS F ababS + ababa
2) S+ SbSt abS F abSbS t abSbha = ababa

3) S+ SbSF Sba = SbSba = Sbaba b ababa

Die zugehdorigen Ableitungsbdume:

Fiir 1) und 2): Fiir 3):

S S
RN AR
S b S S b S
N SN,
a S b S S b S a

Ein Ableitungsbaum kann also fiir mehr als eine Ableitung stehen und dasselbe Wort kann
verschiedene Ableitungsbdume haben.

Allgemein:
Die Knoten des Ableitungsbaumes sind mit Elementen aus ¥ U N beschriftet. Ein mit A
beschrifteter Knoten kann mit aq, ..., a;, beschriftete Nachfolgerknoten haben, wenn A —

oy ...0, € P ist.
Ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel mit A beschriftet ist und dessen Blétter (von links nach
rechts) mit aq,...,q, € ¥ U N beschriftet sind, beschreibt eine Ableitung A F5 ay ... a,.

Lemma 9.3 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)

Es sei G eine e-freie kontextfreie Grammatik ohne Regeln der Form A — B, die m nicht-
terminale Symbole enthdlt und fir die die Linge der rechten Regelseiten < k ist. Es sei
n = k™. Dann gibt es fiir jedes = € L(G) mit |z| > n eine Zerlequng z = uvwzxy mit:

o vx # ¢ und |vwz| < n

o w'wr'y € L(G) fir alle i > 0.

Beweis:

1) Ein Baum der Tiefe < ¢ und der Verzweigungszahl < k hat maximal k' viele Blétter:
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4)

eine Ebene: < k Blitter | zwei Ebenen: < k? Blitter

/ ) etc.

Da der Ableitungsbaum fiir z als Blattanzahl |z| > k™! hat, ist die maximale Tiefe
(langster Pfad von Wurzel bis Blatt) > m + 1.

Da es nur m verschiedene Elemente in N gibt, kommt auf diesem ldngsten Pfad ein nicht-
terminales Symbol A zweimal vor.

S
langster Pfad,

Lange > m + 1

vow T Y g
Wir wéhlen hier 0.B.d.A. A so, dafl es in dem Baum w keine andere Variablen-
wiederholung gibt. Daher hat dieser Baum eine Tiefe < m + 1, was |vwz| < k™ =n
zeigt.

Es gilt: S F5 vwAy, AR5 vAz, A7 w, woraus folgt:
S g uAy By wol Axty BE uwolwaty.

vr # c: Da G e-frei ist, wére sonst A F, vAx nur bei Anwesenheit von Regeln der Form
A — B moglich. [

Satz 9.4
Lo C Ly, da L ={a"b"c" | n>1} € Ly )\ Ls.

Beweis:

1)

Wir zeigen zunéchst L ¢ L. Angenommen, L € L,. Dann gibt es eine e-freie kontextfreie
Grammatik G' ohne Regeln der Form A — B fiir L. Es sei ng = k™T! die zugehdorige
Zahl aus Lemma 9.3. Wir betrachten z = a™b"¢" € L = L(G). Mit Satz 9.3 gibt es eine
Zerlegung z = wvway, vr # £ und w'wa'y € L fiir alle i > 0.

1. Fall: v enthélt verschiedene Buchstaben. Man sieht leicht, daf dann wv?wz?y ¢
a*b*c* O L.
2. Fall: x enthélt verschiedene Buchstaben. Fiihrt zu entsprechendem Widerspruch.

3. Fall: v enthélt lauter gleiche Buchstaben und x enthilt lauter gleiche Buchstaben.
Dann gibt es einen Buchstaben aus {a,b,c}, der in xv nicht vorkommt. Daher kommt
dieser in uv’wxy = uwy weiterhin ng-mal vor. Aber [uwy| < 3ng, was uvwy ¢ L zeigt.
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2) In Beispiel 6.3 hatten wir eine Grammatik G mit L(G) = {a"b"c” | n > 1} angegeben.
Leider enthélt GG eine Produktion, die nicht die Bedingungen fiir kontextsensitive Produk-
tionen (vAv — vwwv, |w| > 1) erfiillt: ¢B — Be. Wir modifizieren G wie folgt:

e Ersetze in allen Produktionen ¢ durch ein neues nichtterminales Symbol C' und nimm die
Produktion C' — ¢ hinzu: {S — aSBC, S — abC,CB — BC,bB — bb,C' — c}.

e Ersetze nun CB —— BC durch die kontextsensitiven Produktionen C'B —
A1B,AiB — A;Ay, AJ/Ay, — BA,, BA, — BC'. Diese Produktionen kénnen nur
dazu verwendet werden, C'B — BC' zu simulieren. [

Beachte:
Auf diese Art kann man leicht zeigen, daf jede nichtkiirzende Produktion v — v (mit
|u| < |v|) durch kontextsensitive Produktionen ersetzt werden kann, ohne die Sprache zu
dandern.

Korollar 9.5
Die Klasse Lo der kontextfreien Sprachen ist nicht unter Durchschnitt und Komplement
abgeschlossen.

Beweis:

1) Die Sprachen {a"0"c™ | n>1,m > 1} und {a™b™c" | n > 1,m > 1} sind in Ly:
{a"b"c¢™ | n>1,m>1} ={a"b" | n>1}-{c™ | m > 1}

-~

€Ly =cteL3CLy
N ~~ -

€Ly (Konkatenation)

2) {a™"c™ | n > 1} ={a"b"c™ | n,m > 1} N {a™b"c | n,m > 1}.
Wiire L5 unter N abgeschlossen, so wiirde {a™b™c" | n > 1} € L, folgen.

Wire £, unter Komplement abgeschlossen, so auch unter N, da £, unter U abgeschlossen
ist. [

Beachte:

Man kann daher das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen nicht einfach auf das
Leerheitsproblem reduzieren. Wir werden spéter sehen, dafi das Aquivalenzproblem fiir kon-
textfreie Sprachen sogar unentscheidbar ist.

10 Kellerautomaten

Bisher hatten wir kontextfreie Sprachen nur mit Hilfe von Grammatiken charakterisiert. Wir
haben gesehen, dafl endliche Automaten nicht in der Lage sind, alle kontextfreien Sprachen
zu akzeptieren.

Um die Beschreibung von kontextfreien Sprachen mit Hilfe von endlichen Automaten zu
ermoglichen, mufl man diese um eine (potentiell unendliche) Speicherkomponente, einen
sogenannten Keller, erweitern.
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Eingabe: von links nach rechts; nur ein Symbol sichtbar

Lese—
kopf

endliche Schreibkopf
Kontrolle

« nur oberstes Symbol
sichtbar

N - Anderung des Inhalts
= NEA nur von oben

« kann beliebig groR werden

\%
Keller

Kellerautomat

Definition 10.1 (Kellerautomat)
FEin Kellerautomat (pushdown automaton, kurz PDA) hat die Form A= (Q, %, T, qo, Zy, A),
wober

e () eine endliche Menge von Zustinden ist,

Y das Fingabealphabet ist,

I' das Kelleralphabet ist,

qo € Q der Anfangszustand ist,

Zo € I' das Kellerstartsymbol ist und

ACQx (SU{e}) xT xT* x Q eine endliche Ubergangsrelation, ist.

Anschaulich bedeutet:

(q,a,Z,7,q"): Im Zustand ¢ mit aktuellem Eingabesymbol a und oberstem Kellersymbol Z
darf der Automat Z durch + ersetzen und in den Zustand ¢’ und zum néchsten Eingabe-
symbol tibergehen.

(q,2,7,7,q'): wie oben, nur dafl das aktuelle Eingabesymbol nicht relevant ist und man
nicht zum néchsten Eingabesymbol iibergeht (der Lesekopf dndert seine Position nicht).

Den aktuellen Zustand einer Kellerautomatenberechnung kann man beschreiben durch

e den noch zu lesenden Rest w € ¥* der Eingabe (Lesekopf steht auf dem ersten Symbol
von w)

e den Zustand ¢ €

e den Kellerinhalt v € T'* (Schreiblesekopf steht auf dem ersten Symbol von 7)
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Definition 10.2
Fine Konfiguration von A hat die Form K = (q,w,v) € Q x ¥* x I'*. Die Ubergangsrelation
ermdglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:

o (q,aw,Zv) = (¢ w,By) falls (¢,a,Z,B,¢) € A
o (¢ w,Zvy)F (¢ w,Bv) falls (¢,2,7,8,¢') € A
o KH* K gdw. In >0 I, ..., K, mit Ko =K, K,, =K' und K; - K;yq fiir 0 <i<n.

Der Automat A akzeptiert das Wort w € ¥* gdw. (qo, w, Zy) F* (¢, €,¢) (Fingabewort ganz ge-
lesen und Keller leer). Die von A akzeptierte Sprache ist L(A) = {w € ¥* | A akzeptiert w}.

Beispiel 10.3
FEin PDA fiir {a"b" | n. > 1}.
Q={w a.f}. T={2 2}, ¥ ={a,b} und A:

@0 a Zy ZZy qo (erstesa, speichere 7 )

w0 a Z ZZ qy (weiterea’s, speichere Z)

G b Z = @1 (erstes b, entnimm Z)

@ b 7 e ¢ (weitere b’s, entnimm 7 )

G & 7y € [ (lbsche das Kellerstartsymbol)

Konfigurationsiiberginge:

1) (qo,aabb, Zy) = (qo,abb, ZZy) & (qo,bb, ZZ7Zy) & (q1,b,Z7) & (qu,2,70) & (f,e,e) -
akzeptiert

2) (qo, aab, Zo) V* (qo, b, ZZZo) ¥ (1,2, ZZy) — kein Ubergang mehr méglich
3) (qo, abb, Zy) & (qo,bb, ZZy) & (q1,b, Zo) = (f,b,e) — nicht akzeptiert

Der Kellerautomat aus Beispiel 10.3 ist deterministisch, da es zu jeder Konfiguration
hochstens eine Folgekonfiguration gibt.

Definition 10.4
Der PDA A = (Q,%, T, qo, Zo, A) heifst deterministisch, falls die folgenden beiden Bedingun-
gen erfillt sind:

1) Yqg € QVacXU{c} VZ €T emistiert hichstens ein Ubergang der Form
(g,a,Z,...,...) € A.

2) Eistiert ein Tupel (q,e,7Z,...,...) € A, so existiert kein Tupel der Form
(gya,Z,...,...) € A mitac?X.

Beispiel 10.5

Die Sprache L = {w w | w e {a,b}*} (wobei firw = ay...a, gilt W= ay ...a;) wird von
einem nichtdeterministischen PDA akzeptiert.

Idee: Der PDA legt die erste Worthdlfte im Keller ab und greift darauf
in umgekehrter Reihenfolge beim Lesen der zweiten Worthdlfte zuriick. So kann Nichtiiber-

einstimmunyg festgestellt werden (kein Ubergang bei Nichtiibereinstimmunyg).

Nichtdeterminismus ist intuitiv notig, da man ,raten mufs, wann die Wortmitte erreicht
ist (Man kann beweisen, daff kein deterministischer PDA diese Sprache akzeptiert).

Q - {(107(117(12,f}> ['= {a,b> Z0}> Y= {Cl, b}, A
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o £ 7 5 f | akzeptiert =

@ a/b Zy a/bZy q | Lesen

¢ a b ab ¢ | und

g b a ba q1 | Speichern

G a a aa ¢ | der ersten

G b b bb q1 | Worthilfte

g b b € q> | Lesen der

q a a £ q2 | zweiten Hilfte
g b b £ ¢2 | und Vergleichen
¢ a a € q> | mit erster

@ = 7 5 f | Entfernen Kellerstartsymb.

Es gibt auch einen anderen Akzeptanzbegriff fiir PDAs, bei denen man nicht fordert, dafl der
Keller leer ist, sondern daf$ ein Endzustand (aus einer Menge F C Q) erreicht ist. Dieser
Akzeptanzbegriff liefert aber dieselbe Sprachklasse.

Wir werden nun zeigen, dafl man mit Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
akzeptieren kann.

Satz 10.6

Fiir eine formale Sprache L sind dquivalent:

1) L = L(G) fiir eine kontextfreie Grammatik G.
2) L = L(A) fir einen PDA A.

Beweis:

,1 — 2“ Es sei G = (N,%, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Der zugehorige PDA
simuliert Linksableitungen von G, d.h. Ableitungen, bei denen stets das am weitesten links
stehende Nichtterminalsymbol zuerst ersetzt wird. [

Beachte:
Jedes Wort in L(G) kann durch eine Linksableitung erzeugt werden (da G kontextfrei ist).
Wir definieren dazu A = ({¢}, X, S U N, ¢, S, A) mit

A = {(¢,5,A,7,9) | A— v € P}U (Anwenden einer Produktion auf oberstes
Kellersymbol)
{(¢,a,a,¢,q) | a € T} (Entfernen bereits erzeugter Terminalsymbo-

le von der Kellerspitze, wenn sie in der Ein-
gabe vorhanden sind)

Beispiel:
P={S —¢S— aSa,S — bSH} liefert die Ubergiinge:

q ¢ S ¢ q (S—e)

q ¢ S aSa q (S— aSa)
q ¢ S bSb q (S— bShH)

qg a a ¢ q (a entfernen)
g b b ¢ q¢ (b entfernen)

Die Ableitung S + aSa b abSba = abba entspricht der Konfigurationsfolge (¢, abba,S) F
(¢, abba, aSa) = (q, bba, Sa) F (q, bba, bSba) - (q, ba, Sba) F (q, ba,ba) F (q,a,a) - (q,z,¢).

Behauptung:
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Fiir u,v € ¥* und a € {e}UN - (SUN)* gilt: S -, uar mit Linksableitung gdw. (¢, uv, S) F*
(q,v, ).

Beachte:

Fiir a« =& = v folgt: S F§, v gdw. (¢, u, S) F* (¢,2,2), d.h. L(G) = L(A).

»<*: Induktion iiber die Anzahl k der Uberginge mit Transitionen der Form (I):
(4,8, 4,7, q).

kE =0: Da im Keller S steht, sind auch keine Transitionen der Form (II) (q,a,a,z,q)
moglich, d.h. u = und o = S. Offenbar gilt S +* S.

letzte Trans. (I) , Trans. (II)
k—k+1: (¢, uqus v, S) F* (q, ugv, Ad’ + , UV, YO > U,
(g, wiuz v, S) H* (g, uy ) (g, u2v, ya') (q,v,0)
U U

Induktion liefert: S +* u; Ao’ und aulerdem wegen A — v € P: ujAd’ F uyyd =
U1Us X = UV

»=": Induktion iiber die Lénge der Linksableitung

k=0: Dann ist u =, a = S und (¢,v,S) F° (¢, v, S)
E—k+1: S FEFY wa, dh. S FE W/AB = u'yB mit o/ € ©* (da Linksableitung) und
S~

A — v € P. Es sei v” das ldngste Anfan%sstﬁck von v, das in ¥* liegt. Dann ist

1,11

w'u” = u und « ist der Rest von v, d.h. 8 = u"a.
Induktion liefert: (¢,u’ u"v,S) = (¢, u"v, AB) b (¢, u"v,v8) = (q,u"v,u"a). Aufler-

,U/

dem gibt es Uberginge (¢, u"v,u"a) F* (¢,v,a). O

s2 — 1“: Essel A = (Q,%,T, gy, Zo, A) ein PDA. Die Nichtterminalsymbole der zugehori-
gen Grammatik G sind alle Tripel [p, Z,¢] € @ x T x Q.

Idee:

Es soll gelten: [p, Z,q] 5 u € ©* gdw. A kommt vom Zustand p in den Zustand ¢ durch
Lesen von u auf dem Eingabeband und Léschen von Z aus dem Keller (ohne dabei die Sym-
bole unter Z anzutasten).

Wie realisiert man dies durch geeignete Produktionen? Betrachte den PDA-Ubergang
(p,a, Z, X1 ...X,,p) € A. Hier wird a auf dem Eingabeband verbraucht (falls nicht a = ¢).
Z wird durch X; ... X, ersetzt. Um den Kellerinhalt zu erreichen, den man durch einfaches
Wegstreichen von Z erhalten wiirde, mufl man also nun noch Xj ... X, l6schen. Loschen
von X; kann durch das Nichtterminalsymbol [p; 1, X;, p;] (fiir geeignete Zwischenzusténde
Pi—1, i) beschrieben werden.

Formale Definition:

G = (N,E,P, S) mit
N = {S}u{lp.Z.d | p,aeQ,ZecT}
P = {S— (@ Z%,q | g€ Q}U

{[p> Za q] — a[pU,Xlapl][plaX2>p2] s [pnbenaq] | P,q,Po0,P15---5Pn-1 € Q>
a€XU{e}und (p,a,Z, X;1... X, p0) € A und ¢ = pg falls n = 0}
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Beachte:

Fiir n = 0 hat man die Produktion [p, Z, q] — a, welche dem Ubergang (p,a, Z,=,q) € A
entspricht.

Behauptung:

Fir alle p,g € Q,u € ¥*, 7 € T gilt

()  (pu,Z2)F (g.e¢) gdw. [p, Z,q] F u

Fiir p = py und Z = Z, folgt daraus: (qo,u, Zy) F* (¢,,¢) gdw. S ¢ [q0, Zo, q] F& u, d.h.
u € L(A) gdw. u € L(G).

Beweis der Behauptung durch Induktion iiber die Linge der Konfigurationsfolge (,=*) bzw.
die Lange der Ableitung (,<*). O

Beispiel: (vgl. Beispiel 10.3)
PDA fiir {a"b" | n > 1}.
(90,0,Z0,Z Z0,q0) (a0,0,Z,2,q1) (q1,5,20,¢,f)
(40, ab, Zo) = (90, b, ZZp) = (01,2, Zo) = (fe,€)
entspricht der Ableitung

Ste . Zo, fl e alqo, Z, aillar, Zo, fl e ablar, Zo, f] e ab.
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Teil 111

Berechenbarkeit

Einfiihrung

Aus der Sicht der Theorie der formalen Sprachen geht es in diesem Teil darum, Automaten-
modelle fiir die Typ-0- und die Typ-1-Sprachen zu finden. Allgemeiner geht es aber darum,
die intuitiven Begriffe ,,berechenbare Funktion“ und ,entscheidbares Problem® zu formali-
sieren.

Um fiir eine (eventuell partielle) Funktion f : N — N (bzw. (X*)* — X*) intuitiv klarzuma-
chen, daf} sie berechenbar ist, geniigt es, ein Berechnungsverfahren (einen Algorithmus) fiir
die Funktion anzugeben (z.B. in Form eines Modula-, Pascal- oder C-Programms oder einer
abstrakten Beschreibung der Vorgehensweise bei der Berechnung). Entsprechend hatten wir
in den Teilen I, IT die Entscheidbarkeit von Problemen (Wortproblem, Leerheitsproblem,
Aquivalenzproblem, ...) dadurch begriindet, daB wir intuitiv beschrieben haben, wie man
die Probleme mit Hilfe eines Rechenverfahrens (d.h. effektiv) entscheiden kann. Aus dieser
Beschreibung héitte man jeweils ein Modula-, Pascal-, etc. -Programm zur Entscheidung des
Problems gewinnen koénnen.

Beim Nachweis der Nichtentscheidbarkeit bzw. Nichtberechenbarkeit ist eine solche in-
tuitive Vorgehensweise nicht mehr moglich, da man hier formal nachweisen muf}, daf§ es
kein Berechnungsverfahren geben kann. Damit ein solcher Beweis durchfiithrbar ist, benotigt
man eine formale Definition dessen, was man unter einem Berechnungsverfahren versteht.
Man will also ein Berechnungsmodell, das

1) einfach ist, damit formale Beweise erleichtert werden (z.B. nicht Programmiersprache
ADA),

2) berechnungsuniversell ist, d.h. alle intuitiv berechenbaren Funktionen damit berechnet
werden koénnen (z.B. nicht nur endliche Automaten).

Wir werden in diesem Teil drei derartige Modelle betrachten:

e Turingmaschinen
e s-rekursive Funktionen
e WHILE-Programme

Es gibt noch eine Vielzahl anderer Modelle:

e Minskymaschinen
e GOTO-Programme
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e URMs (unbeschrinkte Registermaschinen)
e Pascal-Programme

Es hat sich herausgestellt, daf} all diese Modelle dquivalent sind, d.h. die gleiche Klasse von
Funktionen berechnen. Auflerdem ist es bisher nicht gelungen, ein formales Berechnungsmo-
dell zu finden, so dafl

e die dadurch berechneten Funktionen noch intuitiv berechenbar erscheinen,

e dadurch Funktionen berechnet werden, die nicht in den oben genannten Modellen ebenfalls
berechenbar sind.

Aus diesen beiden Griinden geht man davon aus, daf§i die genannten Modelle ge-
nau den intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formalisieren. Diese Uberzeugung nennt man
Churchsche These.

Churchsche These:

Die (intuitiv) berechenbaren Funktionen sind genau die mit Turingmaschinen (und damit
mit GOTO-, WHILE-, Pascal-Programmen, URMs, ...) berechenbaren Funktionen.

Man spricht hier von einer These und nicht von einem Satz, da es nicht moglich ist, diese
Aussage formal zu beweisen. Dies liegt daran, dafi der intuitive Berechenbarkeitsbegriff ja
nicht formal definierbar ist. Es gibt aber sehr viele Indizien, die fiir die Richtigkeit der These
sprechen (Vielzahl &quivalenter Berechnungsmodelle).

Im folgenden betrachten wir:

e Turingmaschinen

e Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken

e Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufzdhlbarkeit und Zusammenhénge
e Primitiv rekursive Funktionen und LOOP-Programme

e s-rekursive Funktionen und WHILE-Programme

Universelle Turingmaschinen und unentscheidbare Probleme

Weitere unentscheidbare Probleme

11 Turingmaschinen

Symbol fir leeres Feld
( blank: b

blblblalblblblb|b|b|b|b]|L

endlich viele Zusténde - | Schreib— beidseitig unendliches

fiche | Lesekopf Band, auf dem am

endliche | | (genraufdem Anfang die Eingabe steht
Kontrolle aktuellen

Arbeitsfeld)

Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Symbole auf dem Band verschieden von A.
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Definition 11.1 (Turingmaschine)
Fine Turingmaschine iber dem FEingabealphabet 2 hat die Form A = (Q,%, T, qo, A, F),
wober

Q endliche Zustandsmenge ist,

Y das Fingabealphabet ist,

[ das Arbeitsalphabet ist mit . C T, pe T\ X,

qo € Q der Anfangszustand ist,

F C Q die Endzustandsmenge ist und

ACQQXxT xTx{rln}xQ di Ubergangsrelation ist.

”
Dabei bedeutet (¢q,a,a’, 1 ,¢'):

n
Im Zustand ¢ mit a auf dem Arbeitsfeld kann A das Symbol a durch a' ersetzen, in den
Zustand ¢’ gehen und den Schreib-Lesekopf entweder um ein Feld nach rechts (r), links (/)
oder nicht (n) bewegen.
Die Maschine A heifit deterministisch, falls es fiir jedes Tupel (¢,a) € @ x T" héchstens ein
Tupel der Form (q,a,...,...) € A gibt.
NTM steht im folgenden fiir (méglicherweise nichtdeterministische) Turingmaschinen und
DTM fiir deterministische.
Einen Berechnungszustand (Konfiguration) einer Turingmaschine kann man beschreiben
durch ein Wort agf mit a, 3 €T, g € Q:

e ¢ ist der momentane Zustand
e « ist die Beschriftung des Bandes links vom Arbeitsfeld
e [ ist die Beschriftung des Bandes beginnend beim Arbeitsfeld nach rechts

Dabei werden (um endliche Worter «, 5 zu erhalten) unendlich viele Blanks weggelassen,
d.h. o, f umfassen mindestens den Bandabschnitt, auf dem Symbole # b stehen.

Beispiel:

Der Zustand der Maschine zu Beginn des Abschnitts wird durch agbbbb (aber auch durch
b b aqbbbb p) beschrieben.

Die Ubergangsrelation A erméglicht die folgenden Konfigurationsiiberginge:

aqaﬁ I_A aalqlﬂ ' !
0qa 4 adq b falls (¢,a,d’,r,q¢") € A

abqalf 4 aq'bd
bgaf Fa  pq'bd'

o «aqaf b4 aqdp falls (q,a,a',n,q¢") € A

} falls (¢,a,d’,1,q') € A

Gilt k F4 k', so heifit k' Folgekonfiguration von k. Die Konfiguration aqf heifit akzeptierend,
falls ¢ € F', und sie heif3t Stoppkonfiguration, falls sie keine Folgekonfiguration hat. Die von
A akzeptierte Sprache ist

L(A) ={weX*| pguwht’ k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.
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Definition 11.2 (Turing-akzeptierbar, Turing-berechenbar)
1) Die Sprache L C ¥* heifst Turing-akzeptierbar, falls es eine NTM A gibt mit L = L(A).

2) Die (partielle) Funktion f: ()" — X* heifst Turing-berechenbar, falls es eine DTM A
gibt mitVay, ... oy € 55 0 bgori p. .. pay bk Stoppkonfiguration gdw. (x4, ..., x,) €
dom(f) (Definitionsbereich von f).

Im Fall (xq,...,2,) € dom(f) muf die Beschriftung des Bandes in der Stoppkonfiguration
rechts vom Schreib-Lesekopf bis zum ersten Symbol ¢ ¥ der Wert y = f(aq,...,x,) der
Funktion sein, d.h. k muf die Form uqyv haben mit v € (I'\ X)-T* U {e}.

Beachte:

1) Undefiniertheit des Funktionswertes von f entspricht der Tatsache, daff die Maschine bei
dieser Eingabe nicht terminiert.

2) Bei berechenbaren Funktionen betrachten wir nur deterministische Maschinen, da sonst
der Funktionswert nicht eindeutig sein miifte.

3) Bei |¥| = 1 kann man Funktionen von (¥*)" — ¥* als Funktionen von N¥ — N auffassen
(a® entspricht k).

Beispiel 11.3

Die Funktion f: N — N,  n +— 2n ist Turing-berechenbar. Wie kann eine Turingmaschine
die Anzahl der a’s auf dem Band verdoppeln?

Idee: Ersetze das erste a durch b, laufe nach rechts bis zum ersten blank, ersetze dieses durch
¢, laufe zuriick bis zum zweiten a (unmittelbar rechts vom b), ersetze dieses durch b, laufe
nach rechts bis zum ersten blank etc. Sind alle a’s aufgebraucht, so ersetze noch die b’s und
c’s wieder durch a’s.

Dies wird durch die folgende Ubergangstafel realisiert:

G0 b b n stop|2-0=0

@ a b r q |ersetzea durchb (%)

¢ a a r ¢ | laufe nach rechts tiber a’s

g ¢ ¢ r q | und bereits geschriebene c’s

¢ b ¢ n  q | schreibe weiteres ¢

G ¢ ¢ | g | laufe zuriick tiber ¢’s und

¢ a a | ¢ |a’s

@ b b r qo | beierstemb eins nach rechts und weiter wie () oder
G ¢ ¢ r q3 | allea’s bereits ersetzt

g3 ¢ ¢ r g3 | laufe nach rechts bis Ende der ¢’s

g b b 1 qu | letztes ¢ erreicht

g ¢ a | q4 |ersetzec’sundb’s

g b a | q4 |durcha’s

g b b r stop| bleibe am Anfang der erzeugten 2n a’s stehen

Man sieht hier, dal das Programmieren von Turingmaschinen sehr umsténdlich ist. Wie be-
reits erwihnt, betrachtet man solche einfachen (und unpraktischen) Modelle, um das Fiihren
von Beweisen zu erleichtern. Wir werden im folgenden haufig nur die Arbeitsweise einer Tu-
ringmaschine beschreiben, ohne die Ubergangstafel voll anzugeben.



Turingmaschinen 5%)

Beispiel 11.4
Die Sprache L = {a"b"c™ | n > 0} ist Turing-akzeptierbar. Die Turingmaschine, welche L
akzeptiert, geht wie folgt vor:
Sie ersetzt das erste a durch a', das erste b durch b’ und das erste ¢ durch '; ldiuft zuriick
zum zweiten a, ersetzt es durch a', das zweite b durch V' und das zweite ¢ durch ¢ etc.
Dies wird solange gemacht, bis nach erzeugtem ¢ ein b steht. Danach wird von rechts nach
links gepriift, ob — in dieser Reihenfolge — nur noch ein ¢’-Block, dann ein b'-Block und dann
ein a'-Block (abgeschlossen durch }b) vorhanden ist.
FEine entsprechende Turingmaschine A kann z.B. wie folgt definiert werden:
A = ({qo, qak=, finde b, finde_c, zu_Ende_?, zu_Ende_!, zuriick},

{a.b,c},

{a,d', b,V c,c, p},

do, Av {Qakz}) mit A

do b b N Gk

Qo a d R findeb
finde_b a a R findeb
finde_b v b R findeob
finde_b b v R finde_c
finde_c b b R findec
finde_c d Jd R finde_c
finde_c ¢c ¢ R zu_Ende?
zu_Ende.? ¢ ¢ L zurick
zuriick d ¢ L zurick
zurick b b L zurick
zuriick b v L zurick
zurick a a L zurick
zuriick a ad R qo
zu_Ende.? p p L zu_Ende!
zu_Ende! ¢ ¢ L zu_Ende’
zu_Ende! b bV L zu_Ende.
zu_Ende! a o L zu_Ende’
zu_Ende! b b N qGup-

Varianten von Turingmaschinen:

In der Literatur werden verschiedene Versionen der Definition der Turingmaschine ange-
geben, die aber alle dquivalent zueinander sind, d.h. dieselben Sprachen akzeptieren und
dieselben Funktionen berechnen. Hier zwei Beispiele:

e Turingmaschinen mit nach links begrenztem und nur nach rechts unendlichem Arbeitsband

e Turingmaschinen mit mehreren Béndern und Schreib-Leseképfen

Wir betrachten das zweite Beispiel genauer und zeigen Aquivalenz zur in Definition 11.1
eingefiihrten 1-Band-TM.

Definition 11.5 (k-Band-TM)
FEine k-Band-NTM hat die Form A= (Q,%,T,qo, A, F) mit Q, %, T, qo, F wie in Definition
11.1und A CQ xTF x TF x {r[,n}* x Q.
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Dabei bedeutet (g, (a1, ..., ax), (b1,...,bg), (d1,...,dx),q") € A:

Vom Zustand ¢ aus mit aq, ..., a; auf den Arbeitsfeldern der & Bander kann A das Symbol a;
auf dem i-ten Band durch b; ersetzen, in den Zustand ¢’ gehen und die Schreib-Lesekopfe der
Bénder entsprechend d; bewegen. Das erste Band wird (0.B.d.A.) als Ein- und Ausgabeband
verwendet.

Beachte:

Wichtig ist hier, dafl sich die Kopfe der verschiedenen Binder auch verschieden bewegen
kénnen:

HENEEEREN
HEEEEN RN

Wiren die Kopfe gekoppelt, so hédtte man im Prinzip nicht mehrere Bénder, sondern ein
Band mit mehreren Spuren:

HENIEEEEN
HENIEEEEN

k Spuren erhélt man einfach, indem man eine normale NTM (nach Definition 11.1) verwen-
det, die als Bandalphabet I'* statt ' hat.

Offenbar kann man jede 1-Band-NTM (nach Definition 11.1) durch eine k-Band-NTM (k >
1) simulieren, indem man nur das erste Band wirklich verwendet. Der néchste Satz zeigt,
dafl auch die Umkehrung gilt:

Satz 11.6
Wird die Sprache L durch eine k-Band-NTM akzeptiert, so auch durch eine 1-Band-NTM.

Beweis:

Es sei A eine k-Band-NTM. Gesucht ist eine 1-Band-NTM A’ und eine Kodierung k — £’
der Konfigurationen k von A durch Konfigurationen &' von A’, so daf} gilt: ki b4 ko gdw.
ki H*y kb (mehr Schritte nétig zur Simulation eines Schrittes von A).

Arbeitsalphabet von A": I?* U X U { B};

Y U { B} wird fiir Eingabe benétigt; I'?* sorgt dafiir, daf sich A’ wie eine 1-Band-NTM mit
2k Spuren verhélt.

Kodierung: Jeweils 2 Spuren kodieren ein Band von A. Die erste Spur enthilt die Bandbe-
schriftung. Die zweite Spur enthélt eine Markierung X (und sonst Blanks), die zeigt, wo das
Arbeitsfeld des Bandes ist, z.B.

|5l allals]s]n]

[ |6l alla][s] 6] (66| x||5] 5] 5] 5]
—

T Islefsllelalals]

[ 6]6]5]a

| 6] 6] 5 |} | x| 6] 1]
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Hierbei wird angenommen, dafl das Arbeitsfeld von A’ stets bei dem am weitesten links
stehenden X liegt.

Initialisierung: Zunéchst wird die Anfangskonfiguration bqay . ..a,» von A’ in die Kodie-
rung der entsprechenden Anfangskonfiguration von A umgewandelt (durch entsprechende
Ubergiinge):

b b oa as a, b | Spur 1 und 2 kodieren
b b X b b }|Band1
b b bk b B | Spur 3 und 4 kodieren
b b X b b} | Band 2

Simulation der Uberginge: Betrachte (g, (ay,...,ax), (b1,...,by), (dv, ..., dy). ¢) € A.

e Von links nach rechts suche die mit X markierten Felder. Dabei merke man sich (in dem
Zustand der TM) die Symbole, welche jeweils iiber dem X stehen. Auflerdem zdhlt man
(durch Zustand der TM) mit, wieviele X man schon gelesen hat, um festzustellen, wann
das k-te erreicht ist. Man bestimmt so, ob das aktuelle Tupel tatsichlich (ay,...,ay) ist.

e Von rechts nach links gehend iiberdrucke man die a; bei den X-Marken jeweils durch das
entsprechende b; und verschiebt die X-Marken geméaf3 d;.

e Bleibe bei der am weitesten links stehenden X-Markierung, lasse den Kopf dort stehen
und gehe in Zustand ¢'.

Bemerkung 11.7

1) War A deterministisch, so liefert obige Konstruktion auch eine deterministische 1-Band-
Turingmaschine.

2) Diese Konstruktion kann auch verwendet werden, wenn man sich fir die berechnete Funk-
tion interessiert. Dazu mufs man am Schlufi (wenn A in Stoppkonfiguration ist) in der
Maschine A" noch die Ausgabe geeignet aufbereiten.

Bei der Definition von Turing-berechenbar haben wir uns von vornherein auf
deterministische Turingmaschinen beschrénkt. Der folgende Satz zeigt, dafl man dies auch
bei Turing-akzeptierbaren Sprachen machen kann, ohne an Ausdrucksstirke zu verlieren.

Satz 11.8
Zu jeder NTM qibt es eine DTM, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis:

Wegen Satz 11.6 und Bemerkung 11.7 geniigt es, eine deterministische 3-Band-
Turingmaschine zu konstruieren. Es sei A = (Q, X, T, qo, A, F) eine NTM. Die Maschine
A’ soll fiir wachsendes n auf dem dritten Band jeweils alle Konfigurationsfolgen kq 4 k1 F4
ky b4 ... F 4k, beginnend mit der Startkonfiguration ky = b qow b erzeugen. Die Kontrolle,
daf} tatséchlich alle solchen Folgen erzeugt werden, wird auf dem zweiten Band vorgenom-
men. Das erste Band speichert das Eingabewort w (damit man stets weil, was kq sein muf).
Genauer: Es sei » = maximale Anzahl von Transitionen in A pro festem Paar (¢,a) € Q@ x T’
(entspricht dem maximalen Verzweigungsgrad der nichtdeterministischen Berechnung). Eine
Indexfolge iy, ...,7, miti; € {1,...,r} bestimmt dann von kg aus fiir n Schritte die Auswahl
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der jeweiligen Transition (und somit von ky aus eine feste Konfigurationsfolge ko F4 k1 F4
... k4 k). Z&hlt man daher alle endlichen Worter iiber {1,...,7} auf und zu jedem Wort
i1...1, die zugehorige Konfigurationsfolge, so erhédlt man eine Aufzihlung aller endlichen
Konfigurationsfolgen. A’ realisiert dies auf den drei Bandern wie folgt:

e Auf Band 1 bleibt die Eingabe gespeichert.

e Auf dem zweiten Band werden sukzessive alle Worter 4 ...4, € {1,...,r}* erzeugt.

e Fiir jedes dieser Worter wird auf dem dritten Band die zugehorige Konfigurationsfolge
realisiert. Erreicht man hierbei eine akzeptierende Konfiguration von A, so geht auch A’
in eine akzeptierende Konfiguration. [

12 Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und
Grammatiken

Wir  zeigen  zunéichst den  Zusammenhang  zwischen  Typ-0-Sprachen  und
Turing-akzeptierbaren Sprachen. Dieser beruht darauf, dafl es eine Entsprechung von
Ableitungen einer Typ-0-Grammatik einerseits und Konfigurationsfolgen von Turingmaschi-
nen andererseits gibt. Beim Ubergang von der Turingmaschine zur Grammatik dreht sich
allerdings die Richtung um:

e cine akzeptierende Konfigurationsfolge beginnt mit dem zu akzeptierenden Wort
e cine Ableitung endet mit dem erzeugten Wort

Satz 12.1
FEine Sprache L gehdrt zu Ly gdw. sie Turing-akzeptierbar ist.

Beweis:

»=": Es sei L = L(G) fiir eine Typ-0-Grammatik G = (N, X, P, S) mit |P| = k Regeln.
Wir geben eine 2-Band-NTM an, die L(G) akzeptiert (die nach Satz 11.6 dquivalent zu
einer 1-Band-NTM ist).

1. Band: speichert Eingabe w
2. Band: ausgehend von S werden geméfl den Regeln von G ableitbare Worter gebildet
Es wird verglichen, ob auf Band 2 irgendwann w (d.h. der Inhalt von Band 1) entsteht.
Wenn ja, so geht man in akzeptierende Stoppkonfiguration, sonst sucht die Turingmaschine
weiter. Die Maschine geht dabei wie folgt vor:

1) Schreibe S auf Band 2, gehe nach links auf das A vor S.

2) Gehe auf Band 2 nach rechts und wihle (nichtdeterministisch) eine Stelle aus, an der die
linke Seite der anzuwendenden Produktion beginnen soll.

3) Wechsle nun (nichtdeterministisch) in einen der Zustéinde Regely, ..., Regel; (entspricht
der Entscheidung, da§ man diese Regel anwenden will).

4) Es sei Regel; der gewihlte Zustand und a — 3 die entsprechende Produktion. Uber-
priife, ob « tatséchlich die Beschriftung des Bandstiicks der Linge |a| ab der gewihlten
Bandstelle ist.
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5) Falls der Test erfolgreich war, so ersetze a durch (. Vorher miissen bei |a| < |5] die
Symbole # A rechts von « um |f5| — |«| Positionen nach rechts (bzw. bei |o| > |F| um
|| — | 8| Positionen nach links) geschoben werden.

6) Gehe nach links bis zum ersten A und vergleiche, ob die Inschrift auf dem Band 1 mit
der auf Band 2 {ibereinstimmt.

7) Wenn ja, so gehe in akzeptierenden Stoppzustand. Sonst fahre fort bei 2).

<=t Essei L = L(A) fir eine NTM A = (Q, %, T, qp, A, F'). Wir konstruieren eine Gram-
matik G, die jedes Wort w € L(A) wie folgt erzeugt:

1. Phase: Erst wird w mit ,gentigend vielen“ A-Symbolen links und rechts davon erzeugt
(dies passiert fiir jedes w, auch fiir w ¢ L(A)). ,Geniigend viele“: so viele, wie .4 beim
Akzeptieren von w vom Arbeitsband bendotigt.

2. Phase: Auf dem so erzeugten Arbeitsband simuliert G die Berechnung von A bei
Eingabe w.

3. Phase: War die Berechnung akzeptierend, so erzeuge nochmals das w.

Damit man in der zweiten Phase das in der dritten Phase benétigte w nicht vergifit,
verwendet man als Nichtterminalsymbole Tupel aus (X U { p}) x T', wobei man sich in der
ersten Komponente w merkt und in der zweiten Komponente die Berechnung simuliert.

Formale Definition: N ={S, A, B,E} UQU (S U{A}) x ', wobei S, A, B zum Aufbau
des Rechenbandes am Anfang, F' zum Loschen am Schlufl, ¥ U { 4} zum Speichern von
w und I' zur A-Berechnung dienen.

Regeln:

1. Phase: S — BgA, A — [a,a]A fiir allea € ¥, A — B, B— [}, }|B, B — ¢
Man erhélt also somit fiir alle a;...a, € ¥*, k,[,> 0:

SF& [ Mool ai]. . [an, an][ b, B]
2. Phase: simuliert TM-Berechnung in der ,zweiten Spur®:
e pla,b] — [a,V]q falls (p,b,V',r,q) € A,a € SU{ B}
o [a,c]pld’,b] — qla, c][d’, V'] falls (p,b,b',1,q) € Aja,d e SU{p},ceT
e pla,b] — qla, V] falls (p,b,b',n,q) € Aya € SU{ p}
Beachte: Da wir in der ersten Phase geniigend viele Blanks links und rechts von a; ... a,

erzeugen kénnen, mufl in der zweiten Phase das ,Nachschieben“ von Blanks am Rand
nicht mehr behandelt werden.

3. Phase: Aufrdumen und erzeugen von a; ...a,, wenn die TM akzeptiert hat
ZF};’%]] :EEGE gi ZEEFE’ bel falls ¢ € F und es keine Transition der Form
(q,0,...,...) € A gibt (d.h. akzeptierende
Stoppkonfiguration erreicht)
e Ela,b) — aE firae S0 €T
(Aufrdumen nach rechts)
e [a,b]F — Eafirae 0T
(Aufrdumen nach links)
o E[p,b] — EfirbeT
(Entfernen des zusitzlich benétigten Arbeitsbandes nach rechts)
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o [J)|E — Efirbel
(Entfernen des zusitzlich benétigten Arbeitsbandes nach links)

o [ — ¢

Man sieht nun leicht, daf fiir alle w € ¥* gilt:
w € L(G) gdw. A akzeptiert w. O

Fiir Typ-0-Sprachen gelten die folgenden Abschlufleigenschaften:

Satz 12.2
1) Ly ist abgeschlossen unter U, -* und N.

2) Ly ist nicht abgeschlossen unter Komplement.

Beweis:

1) Fiir die reguliren Operationen U, -,* zeigt man dies wie fiir £o durch Konstruktion ent-

sprechender Grammatiken. Fiir den Durchschnitt verwendet man Turingmaschinen: Die
NTM fiir L; N Ly verwendet zwei Bander und simuliert zunéchst auf dem ersten die Be-
rechnung der NTM fiir Ly und dann auf dem anderen die der NTM fiir L. Wenn beide zu
akzeptierenden Stoppkonfigurationen der jeweiligen Turingmaschinen fiihren, so geht die
NTM fiir L1 N Ly in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

Beachte: Es kann sein, dafl die NTM fiir L; auf einer Eingabe w nicht terminiert, die NTM
fiir Ly N Ly also gar nicht dazu kommt, die Berechnung der NTM fiir Ly zu simulieren.
Aber dann ist ja w auch nicht in Ly N Ls.

2) Wir werden spéter sehen, daf§ Turing-akzeptierbare Sprachen nicht unter Komplement
abgeschlossen sind (Satz 16.10). O

Wir werden spéter auflerdem zeigen, daf fiir Turing-akzeptierbare Sprachen (und damit fiir
Ly) alle bisher betrachteten Entscheidungsprobleme unentscheidbar sind (Sitze 16.6, 16.8,
16.9):

Satz 12.3
Fiir L sind das Leerheitsproblem, das Wortproblem und das A quivalenzproblem unentscheid-
bar.

Von den Sprachklassen aus der Chomsky-Hierarchie sind nun alle bis auf £ (kontextsensitiv)
durch geeignete Automaten/Maschinenmodelle charakterisiert. Man kann mit der Beweis-
idee von Satz 12.1 auch eine Charakterisierung kontextsensitiver Sprachen durch spezielle
Turingmaschinen erhalten. Diese Maschinen diirfen nur auf dem Bandabschnitt arbeiten, auf
dem anfangs die Eingabe stand. Um ein Uberschreiten der dadurch gegebenen Bandgrenzen
zu verhindern, verwendet man Randmarker ¢ $.

Definition 12.4 (linear beschrinkter Automat)
FEin linear beschrinkter Automat (LBA) ist eine NTM A= (Q,%,T,qo, A, F), so dafl

e 3, /cT\ 2

o Uberginge (q, f,...) sind nur in der Form (q, ¢, £,7,q") erlaubt (linker Rand darf nicht
tiberschritten werden).

o Uberginge (¢,$,...) sind nur in der Form (¢.$,$,1,q') erlaubt.
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o ¢ und $ diirfen nicht geschrieben werden.

Ein gegebener LBA A akzeptiert die Sprache
L(A) :={w e X" | dpw$F*k, wobei k akzeptierende Stoppkonfiguration ist}.

Korollar 12.5
FEine Sprache L gehort zu L, gdw. sie von einem LBA akzeptiert wird.

Beweis:

»=*“: Da alle Produktionen von kontextsensitiven Grammatiken nichtkiirzend sind (mit
Ausnahme S — £), mufl man auf dem zweiten Band nur ableitbare Worter bis zur Lénge
|w| erzeugen (ldngere kénnen nie mehr zu w abgeleitet werden). Daher kommt man mit
|w| vielen Feldern aus. Beachte: Zwei Bénder liefern nicht doppelt so langes Band, sondern
grofleres Alphabet.

»<=*“: Durch Modifikation der Beweisidee von Satz 12.1 gelingt es, zu einem LBA eine Gram-
matik zu konstruieren, die keine kiirzenden Regeln (o« — [ mit |«| > |3]) hat. Wie im
Beweis von Satz 9.4 illustriert, kann man diese in eine kontextsensitive Grammatik trans-
formieren.

Idee: Da man mit |w| Arbeitsfeldern auskommt, mufl man keine [ 4, p] links und rechts von
w erzeugen. Dadurch fallen dann auch die kiirzenden Regeln E[ b, b)] — E, [ b, )|JE — E
weg. Es gibt allerdings noch einige technische Probleme:

e Man muf} die Randmarker ¢ und $ einfiihren und am Schluf} 16schen.
e Man muf} das Hilfssymbol F und den Zustand ¢ 16schen.

Losung: Fiihre diese nicht als zusétzliche Symbole ein, sondern kodiere sie in die anderen
Symbole hinein (z.B. statt [a, b]q[a’, b'][a", "] verwende [a,b][q,d’,V][a”",0"]). O

Satz 12.6
L1 ist abgeschlossen unter U, ,* , N und Komplement.

Beweis:

Fiir U, -,* und N geht dies wie bei £y. Komplement: schwierig, war lange offen und wurde

dann in den 1980ern unabhéngig von zwei Forschern gezeigt (Immerman und Szelepcsenyi).
O

Fiir LBAs ist bisher nicht bekannt, ob deterministische LBAs genauso stark wie nichtdeter-
ministische LBAs sind.

Satz 12.7
Fiir Ly ist das Wortproblem entscheidbar.

Beweis:

Da kontextsensitive Produktionen (bis auf Spezialfall S — &) nichtkiirzend sind, muf§ man
zur Entscheidung ,w € L(G)7“ nur alle aus S ableitbaren Worter aus (N U £)* der Linge
< |w]| erzeugen. Dies sind endlich viele. [
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13 Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufzihlbarkeit

Wir werden hier — geméfl der These von Church — die Begriffe Turing-berechenbar und (in-
tuitiv) berechenbar als synonym verwenden. Wegen der anfangs erwihnten Aquivalenz von
Berechnungsmodellen treffen alle Definitionen und Resultate auch auf die anderen Modelle
zu. Wir werden meist intuitiv die Existenz eines Berechnungsverfahrens (einer DTM) be-
griinden. Diese intuitiven Argumente kénnen aber leicht (wenn auch im Detail technisch
und zeitaufwendig) in TM-Konstruktionen iibersetzt werden.

Definition 13.1 (Berechenbarkeit)

Wir betrachten partielle oder totale Funktionen f: (¥*)" — X*. f heifit berechenbar (parti-
ell rekursiv), falls sie Turing-berechenbar ist. Ist f total (d.h. dom(f) = (¥*)"), so heift f
rekursiv.

Bei partiellen Funktionen entspricht Undefiniertheit des Funktionswertes der Tatsache, dafl
das Berechnungsverfahren (die DTM) bei dieser Eingabe nicht terminiert.

Definition 13.2 (entscheidbar, partiell entscheidbar, rekursiv aufzihlbar)
Wir betrachten n-stellige Relationen R C (3*)".

1) R heifit entscheidbar (rekursiv), falls ihre charakteristische Funktion yg : (3%)" — £* mit
a falls (x1,...,2,) € R
e sonst

Y (beliebig aber fest gewdhlt).

(X1, ..y 2p) berechenbar ist. Dabei ist a ein Element von

2) R heifit partiell entscheidbar (partiell rekursiv), falls R Definitionsbereich einer berechenba-
ren Funktion f ist, d.h. es gibt eine DTM, die bei Eingabe (x1, ..., x,) € (X*)" terminiert,
falls (xq,...,2,) € R ist, und nicht terminiert sonst.

3) R heifit rekursiv aufzihlbar, falls R von einer Aufzihl-Turingmaschine aufgezihlt wird.
Diese ist wie folgt definiert:
Eine Aufzihl- Turingmaschine A ist eine DTM, die einen speziellen Ausgabezustand qausgape
hat. Eine Ausgabekonfiguration fiir eine n-stellige Relation ist von der Form
UG Ausgabe 1 P22 b xp pv mit u,v € T und x4, ..., 2, € L.
Diese Konfiguration hat (x4, ...,x,) als Ausgabe. Die durch A aufgezihlte Relation ist

R={(xy,...,2,) € ()" | (x1,...,2y) ist Ausgabe einer Ausgabekonfiguration,
die von A ausgehend von pqyp erreicht wird}.

Bemerkung 13.3

1) Probleme wie z.B. das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen kénnen als Relationen aufge-
fafst werden: Es sei G = (N, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik und w € ¥*. Die Gram-
matik G kann als Wort code(G) € T* diber einem erweiterten Alphabet T' aufgefafit werden.
Das Wortproblem fiir G entspricht der Relation R = {(code(G),w) | w € L(G)} C (T*)%

2) Fiirn = 1 stimmen die Begriffe ,partiell entscheidbar® und ,Turing-akzeptierbar® iberein,
denn: Bei Turing-akzeptierbar war neben dem Anhalten der (0.B.d.A. deterministischen)
TM zusdtzlich gefordert, dafl man einen akzeptierenden Zustand erreicht hat. Man kann
aber einfach von allen nichtakzeptierenden Stoppkonfigurationen aus in eine Endlosschleife
gehen.
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3) Aquivalente Charakterisierungen fiir rekursiv aufzihlbar im Fall n = 1 sind:

e R ist Wertebereich einer partiell rekursiven Funktion.
e R =10 oder R ist Wertebereich einer rekursiven Funktion.

Satz 13.4
Es sei R C (X*)" eine Relation.

1) R ist rekursiv aufzihlbar gdw. R ist partiell entscheidbar.
2) Ist R entscheidbar, so auch partiell entscheidbar.
8) Ist R entscheidbar, so auch R = (3*)* \ R.

4) R ist entscheidbar gdw. R und R partiell entscheidbar sind.

Beweis:

1) ,=%: Essei A eine Aufz#hl-DTM fiir R. Die Maschine A’ arbeitet wie folgt:

e Sie speichert die Eingabekonfiguration pqopxipas... pa, b ab (z.B. auf zusétzlichem
Band).

e Sie beginnt (auf anderem Band) mit der Aufzihlung von R.

e Bei jeder Ausgabekonfiguration iiberpriift sie, ob die entsprechende Ausgabe mit der
gespeicherten Eingabe iibereinstimmt. Wenn ja, so terminiert A’. Sonst sucht sie die
nachste Ausgabekonfiguration von A.

e Terminiert A, ohne dafl (xy,...,z,) ausgegeben wurde, so gehe in Endlosschleife. A’
terminiert daher genau dann nicht, wenn (z1, ..., x,) nicht in der Aufzihlung vorkommt.

»<=*: Es sei A ein partielles Entscheidungsverfahren fiir R, d.h. A berechnet f mit
dom(f) = R. Es sei #V,#® #®) . eine Auflistung von (¥*)". Die Maschine A’ ar-
beitet wie folgt:

1) Simuliere die Berechnung von A mit Eingabe #") einen Schritt.

2) Simuliere die Berechnung von A mit Eingabe Z") zwei Schritte und mit Eingabe #(?
zwei Schritte.

n) Simuliere die Berechnung von A mit Eingaben #1), ... 7™ jeweils n Schritte.

Terminiert A fiir eine dieser Eingaben, so gebe diese Eingabe aus und mache weiter.
Beachte: Man kann nicht A zunichst ganz mit Eingabe #!) laufen lassen (ohne Schritt-
beschrankung), da A darauf nicht terminieren mufl. Das gewéhlte Vorgehen nennt man
dove-tailing (Ineinander-Verzahnen mehrerer Berechnungen).

2) Eine DTM A, die yg berechnet, wird wie folgt modifiziert: Ist die Ausgabe ¢ (d.h. in der
Stoppkonfiguration von A steht der Kopf auf p), so gehe in Endlosschleife. Sonst gehe in
Stoppkonfiguration.

3) Eine DTM A, die g berechnet, wird wie folgt zu einer DTM fiir xx modifiziert: Ist die
Ausgabe von A ¢, so erzeuge Ausgabe a. Sonst erzeuge Ausgabe ¢.

4) ,=* ergibt sich aus 2) und 3).
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,»<*: Sind R und R partiell entscheidbar, so mit 1) auch rekursiv aufzihlbar. Fiir Eingabe
7 148t man die Aufzihl-DTMs A und B fiir R und R parallel laufen (d.h. jeweils abwech-
selnd ein Schritt von A auf einem Band gefolgt von einem Schritt von B auf dem anderen).
Die Eingabe # kommt in einer der beiden Aufzihlungen vor (# € (¥*)" = RUR). Kommt
Z bei A vor, so erzeuge Ausgabe a, sonst Ausgabe c. [J

Fiir f: (¥*)" — £* definieren wir:
Graph(f) :== {(z1,...,2Zn, Tpns1) | (z1,...,2,) € dom(f) und f(z1,...,2,) = xps1}

Satz 13.5
f ist berechenbar gdw. Graph(f) ist rekursiv aufzihlbar.

Beweis:
»<=": Sei Graph(f) rekursiv aufzéhlbar. Um den Funktionswert f(xq,...,z,) zu berechnen,
startet man das Aufzahlungsverfahren und wartet, bis ein Tupel der Form (z1,...,z,,y)

auftaucht. Wenn ja, so ist y der Funktionswert. Sonst ist (z1,...,2,) ¢ dom(f), und
die Maschine terminiert nicht (z&hlt unendlich auf oder geht in Endlosschleife, wenn
Aufzéhlung abgebrochen wird, ohne dai Tupel der Form (z1, ..., x,, ) gefunden wurde).

»=*: Mit Satz 13.4 geniigt es zu zeigen, dafl Graph(f) partiell entscheidbar ist. Das par-
tielle Entscheidungsverfahren fiir Graph(f) erhdlt man wie folgt: Berechne bei Eingabe

(1, ..., T, Tpy1) den Funktionswert von f an der Stelle (zy,...,z,).

1. Fall: f(xq,...,x,) ist definiert und = x,,;. Dann terminiere.

2. Fall: f(xy,...,x,) ist definiert und # x,,1. Gehe in Endlosschleife.

3. Fall: f(zy,...,x,) ist undefiniert. Dann terminiert die Berechnung des Wertes bereits
nicht. [

14 Primitiv  rekursive Funktionen und Loop-
Programme

In den néchsten beiden Abschnitten betrachten wir Berechnungsmodelle, die eng verwandt
sind mit modernen imperativen und funktionalen Programmiersprachen. Die in diesem Ab-
schnitt eingefiihrten Modelle sind nicht stark genug, um alle (Turing-)berechenbaren Funk-
tionen zu erfassen. Wir werden im Abschnitt 15 zeigen, wie man diese Modelle erweitern
muf}, um berechnungsuniverselle Modelle zu erhalten.

Wir betrachten hier nur Funktionen von N* — N. Dies entspricht dem Spezialfall |X| = 1 bei
Wortfunktionen, ist aber keine echte Einschréinkung, da es berechenbare Kodierungsfunktio-
nen gibt, d.h. 7 : ¥* — N bijektiv mit 7 und 7! berechenbar.

Definition 14.1 (Grundfunktionen)
Die folgenden Funktionen sind primitiv rekursive Grundfunktionen:

1) s: N — N mit x — x + 1 (Nachfolgerfunktion)

2) Fir allen >0 und i, 1 <i<n:
WE") :N* — N mit (xq,...,2,) — x; (Projektion)
null™ : N* = N mit (zq,...,2,) — 0 (Nullfunktion)
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Aus diesen einfachen Funktionen kann man mit Hilfe von Operatoren komplexere Funktionen
aufbauen.

Definition 14.2 (Komposition)
Die Funktionf: N* — N entsteht aus g : N — Nundhy,... h, : N* = N durch Kompositi-
on, falls fiir alle (xy,...,2,) € N gilt: f(xy, ... xn) = glhy(2r, .. 2n), o hp(2r, .0 1)),

Wendet man Komposition auf echt partielle Funktionen an, so gilt:
f(xy,...,x,) ist undefiniert gdw. eines der h;(zy,...,x,) undefiniert ist oder alle h;-Werte
definiert sind, aber g von diesen Werten undefiniert ist.

Beispiel:
g(z,y) = =, hy(0) = 0, hy(0) undefiniert. Dann ist g(h;(0),h2(0)) undefiniert (entspricht
call-by-value-Auswertung).

Definition 14.3 (primitive Rekursion)

Es sein > 0. Die Funktion f : N**! — N entsteht aus g : N* — N und h : N**2 — N durch
primitive Rekursion, falls gilt:

f(er, ..., 20,0) =g, ..., 1)

f(er, .. o,y + 1) =h(x, .o o, (2, 20, y), y)

Auch hier setzen sich wie bei der Komposition wieder undefinierte Werte fort. Durch Induk-
tion iiber die letzte Komponente zeigt man leicht, dafl dieses Schema die Funktion f eindeutig
definiert.

Beispiel 14.4 (Addition)
Die Addition natiirlicher Zahlen kann durch primitive Rekursion wie folgt definiert werden:
add(z,0) = = = g(x)
add(r,y+1) = add(z,y)+1 = h(z,add(z,y),y)
Das heifst also: add entsteht durch primitive Rekursion aus den Funktionen
g:N—=>Nmitxw—x, dh g= ﬂ” ist Grundfunktion,
h: N — N mit (v,y,2) — 2+ 1, dh h(z,y,z) = S(T§3)(I,y, z)).
Also entsteht h durch Komposition aus Grundfunktionen.

Definition 14.5 (Klasse der primitiv rekursiven Funktionen)

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen besteht aus allen Funktionen, die man aus den
Grundfunktionen durch endlich oftes Anwenden von Komposition und primitiver Rekursion
erhdlt.

Offenbar sind die Grundfunktionen total und die Operationen Komposition und primitive
Rekursion erzeugen aus totalen Funktionen wieder totale.

Satz 14.6
Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen enthdlt nur totale Funktionen.

Trotzdem sind aber die Operationen primitive Rekursion und Komposition auch fiir partielle
Funktionen definiert, und wir werden sie spéter auch auf partielle Funktionen anwenden.
Beispiel 14.4 zeigt, dafl add zur Klasse der primitiv rekursiven Funktionen gehort. Wir be-
trachten nun weitere Beispiele fiir primitiv rekursive Funktionen.

Multiplikation erhélt man durch primitive Rekursion aus der Addition:
mult(x,0) = 0,
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mult(z,y + 1) = add(z, mult(z, y))

Exponentiation erhélt man durch primitive Rekursion aus der Multiplikation:
exp(x,0) = 1 = s(nullV)(z)),

exp(z,y + 1) = mult(z, exp(z,y))

Die Funktion minl : N — N mit 2 — z—1 :=

{ r—1 >0 ist ebenfalls primitiv

0 r=0
rekursiv:
min1(0) = 0 = null® (),
minl(y +1) = y = 73 (minl(y), )

rT—y x>y

rimitiv rekursiv
0 sonst P

Ubung: Zeige, daB min : N> — N mit (z,y) — o~y = {
ist.

Beispiel 14.7

Aus den bisher betrachteten Funktionen erhilt man damit die Funktion ¢ : N> — N mit
(z,y) = 27+ (2y + 1)—1 durch Komposition, d.h. c ist primitiv rekursiv. Diese Funktion ist
interessant, da sie eine Bijektion von N2 — N ist, d.h. man kann mit ihr Tupel natiirlicher
Zahlen in eine natirliche Zahl kodieren.

Lemma 14.8
Die Funktion ¢ aus Beispiel 14.7 ist eine Bijektion.

Beweis:

Surjektivitit: Es sei z € N. Dann betrachten wir die grofite Zweierpotenz 2%, die z + 1 teilt.
Offenbar ist dann Z;;l eine ungerade Zahl, d.h. es gibt ein y mit 3 = 2y + 1. Damit ist
2 =272y +1)=1=c(a,y).

Injektivitit: Offenbar ist die gréfte Zweierpotenz, die z+1 teilt, eindeutig, d.h. = ist eindeutig
durch z bestimmt. Damit ist aber auch y eindeutig bestimmt. [

Da c eine Bijektion ist, gibt es die Umkehrfunktionen ¢y und ¢; mit der Eigenschaft:

e ¢o(c(z,y)) =z und ¢ (c(z,y)) =y
e c(co(2),c1(2)) ==

Diese ergeben sich im Prinzip aus dem Beweis von Lemma 14.8, d.h.

co(z) = max{r e N|2%(z+1)}

() = (CGag)n/2

Um zu zeigen, daf ¢y, ¢; ebenfalls primitiv rekursiv sind, bentigen wir noch etwas Vorarbeit.

Die Funktionen sign : N — N und sign : N — N mit
st = { § 120 wme {4 T

1 >0 0 >0
sind primitiv rekursiv:
sign(0) = 0, sign(y +1) =1
SEn(0) =1,  @n(1) =0
sind primitiv rekursive Definitionsschemata dafiir.
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Definition 14.10 (Fallunterscheidung)
FEs seien g1,g2,h : N* — N gegeben. Die Funktion f : N* — N entsteht daraus durch
Fallunterscheidung, falls fir alle x € N" gilt:

1(z)  falls h(z) =0
f@):{ wle) falls b(r)> 0

Lemma 14.11
Sind g1, g2, h primitiv rekursiv, so auch f.

Beweis:
f(z) = g1 () - sign(h(z)) + g2(z) - sign(h(z)). O

Definition 14.12 (beschriankte Minimalisierung)
Es sei n > 0. Die Funktion f : N**' — N entsteht aus g : N°*' — N durch beschrinkte
Minimalisierung, falls gilt:
f(z,y) = { J falls  j=min{i <y | g(x,i) =0} existiert
= y+1 sonst
Wir schreiben dann f = Tig.

Lemma 14.13
Ist g primitiv rekursiv, so auch Jig.

Beweis:
Wir definieren 7ig mittels primitiver Rekursion wie folgt:

_ 0 falls x,0) =0
1) ug(z,U)Z{ 1 sonst &(z,0)

D.h. mig(z, 0) = sign(g(z, 0))

_ _ | mglz,y) falls  7g(z,y) <y oder g(z,y+1)=0
2) Mg(£>y + 1) - { y _|_ 2 sonst

Es handelt sich hier also um eine Fallunterscheidung. Es bleibt zu zeigen, dafl die Funktion
[0 falls z<wyoderg(z,y+1)=0

h(gvzvy) - { 1 sonst

Offenbar ist aber h(z, z,y) = sign((z—y) - g(z,y + 1)) und damit primitiv rekursiv. [

primitiv rekursiv ist.

Wir kommen nun zuriick zu den Umkehrfunktionen der Bijektion aus Beispiel 14.7. Betrach-
ten wir zundchst die Teilbarkeitsrelation in der Definition von cy.

Lemma 14.14
Die Funktion teilt : N° — N mit (z,y) — { (1) fli/zst ist primitiv rekursiv.
Beweis:
. . ] 0 2=y . s .
Die Funktion h(z, z,y) = { 1 sonst ist primitiv rekursiv, da

h(z,y, z) =sign((x - z—y) + (y—= - 2)). Damit ist auch fh primitiv rekursiv, und es gilt:

_ [ falls j=min{i<y|z-i=1y}
,Uh(l',y,y) _{ y+1 sonst

Damit ist aber teilt(z,y) = h(x,y,y)—y. O



68 Berechenbarkeit

Lemma 14.15
Die Umkehrfunktion co der Funktion ¢ aus Beispiel 14.7 ist primitiv rekursiv.

Beweis:

co(z) = max{z € N | 2”|(z + 1)}. Es geniigt dafiir, nach dem kleinsten i < z 4+ 1 zu suchen
mit 2G+D=7|(z 4+ 1), d.h. nach dem kleinsten i < z + 1 mit teilt(2G+Y~% 2 4+ 1) = 0. Dies
gelingt durch beschrinkte Minimalisierung. [l

Um zu zeigen, dal auch c¢; primitiv rekursiv ist, betrachten wir die ganzzahlige Division

div : N> — N mit (x,y)|—>{ lz/y] falls y>0

. const , wobei |z/y]| die grofite natiirliche Zahl

unterhalb von z/y ist.

Beachte: Ist y > 0 und x durch y teilbar, so ist div(x,y) = 2/y. In der Definition von ¢; sind
diese Bedingungen erfiillt. Es ist daher cy(2) = div(div(z + 1,29()) -1, 2).

Lemma 14.16
Die Umkehrfunktion c¢i der Funktion ¢ aus Beispiel 14.7 ist primitiv rekursiv.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dafl div primitiv rekursiv ist. Wir betrachten dazu die Funktion

ta,y, 2) = 0 falls z-y>uw
T 1 falls z-y<=x

Damit ist auch af primitiv rekursiv und somit (unter Verwendung geeigneter Projektionen)

auch g(z,y) := @if(z,y, x). Es gilt nun aber

. Diese ist primitiv rekursiv, da f(z,y, 2) = sign(z - y—x).

(2,y) = das kleinste ¢« < x mit 7 -y > x falls existent
BY = 241 sonst

Ist y > 1, so existiert so ein i stets und es ist div(z,y) =i — 1.
Ist y = 1 oder y = 0, so existiert so ein ¢ nicht, d.h. = + 1 wird ausgegeben. In diesen Fillen
ist aber auch div(x,y) = . Also gilt: div(x,y) = g(x,y)—1. O

Wir betrachten nun eine einfache imperative Programmiersprache, die genau die primitiv
rekursiven Funktionen berechnen kann.
LOOP-Programme sind aus den folgenden Komponenten aufgebaut:

e Variablen: xg, 1, @9, ...

Konstanten: 0, 1, 2, ... (also die Elemente von N)
Trennsymbole: ; und :=

Operationssymbole: + und —

Schliisselworter: LOOP, DO, END

Definition 14.17 (Syntax LOOP)
Die Syntaz von LOOP-Programmen ist induktiv definiert:

1) Jede Wertzuweisung x; := x; +c und x; := x;—c fiiri,j >0 und ¢ € N ist ein LOOP-
Programm.

2) Falls Py und Py LOOP-Programme sind, so ist auch Py; P, (Hintereinanderausfihrung)
ein LOQOP-Programm.

3) Falls P ein LOOP-Programm ist und i > 0, so ist auch LOOP wx; DO P END ein LOOP-
Programm.



Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme 69

Die Semantik dieser einfachen Sprache ist wie folgt definiert:

Bei einem LOOP-Programm, das eine Funktion f : N¥ — N berechnen soll, werden die
Variablen xy,...,r; mit den Eingabewerten ny,...,n; vorbesetzt. Alle anderen Variablen
erhalten den Wert 0. Ausgabe ist der Wert der Variablen xy nach Ausfiihrung des Programms.
Die einzelnen Programmkonstrukte haben die folgende Bedeutung:

1) @ := z;+c
Der neue Wert der Variablen x; ist die Summe des alten Wertes von z; und c.
xr; = l’j;C
Der neue Wert der Variablen z; ist der Wert von z; minus c, falls dieser Wert > 0 ist und
0 sonst.

2) P1 ;PQ
Hier wird zunéchst P, und dann P, ausgefiihrt.

3) LOOP x; DO P END
Das Programm P wird sooft ausgefiihrt, wie der Wert von x; zu Beginn angibt. Ande-

rungen des Wertes von x; wihrend der Ausfiihrung von P haben keinen Einfluf§ auf die
Anzahl der Schleifendurchlaufe.

Definition 14.18 (LOOP-berechenbar)

Die Funktion f : N¥ — N heifit LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das
f in dem folgenden Sinne berechnet:

Gestartet mit ny,...,n, in den Variablen x1,...,x; (und O in den restlichen Variablen)
stoppt P mit dem Wert f(ny,...,ny) in der Variablen x.

Bemerkung:

Offenbar terminieren LOOP-Programme stets, da fiir jede Schleife eine feste Anzahl von
Durchldufen durch den anfinglichen Wert der Schleifenvariablen festgelegt wird. Daher sind
alle durch LOOP-Programme berechneten Funktionen total.

Beispiel 14.19

Die Additionsfunktion ist LOOP-berechenbar:
Xo = X1+ 0;
LOOP x5 DO 2y := a9+ 1 END

Mit den Programmkonstrukten von Definition 14.17 kann man auch andere in Programmier-
sprachen vorhandene Konstrukte simulieren:
IF £ =0 THEN P END
kann z.B. simuliert werden durch
y = 1;
LOOP = DO y := 0 END;
LOOP y DO P END
wobei y eine neue Variable ist, die nicht in P vorkommt und # x ist.

Satz 14.20
Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der LOOP-
berechenbaren Funktionen tiberein.
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Beweis:
(I) Alle primitiv rekursiven Funktionen sind LOOP-berechenbar:

e Fiir die Grundfunktionen ist klar, daf§ sie LOOP-berechenbar sind.

e Komposition:
f(xr, ..., z) = glhi(xr, ..o, 28)y - o hyp (1, .0y 2g)
Es seien Py, ..., P,, P LOOP-Programme fiir hy, ..., h,,, g. Durch Speichern der Einga-
bewerte und der Zwischenergebnisse in unbenutzten Variablen kann man zunéchst die
Werte von hy, ..., h,, mittels P;,..., P, berechnen und dann auf diese Werte P anwen-
den.

e primitive Rekursion:
f(xr, ..., 2,,0) =g(ay,...,2,)
f(er, ..., xn, Ty + 1) =h(xy, ..o 2, (@1, .0y 20, Tig1), T)
Die Funktion f kann durch das LOOP-Programm

21 = glw,. . x,); (%)

z9 = 0;

Z3 1= Tpp1—1;

LOOP z3 DO
2z = hixy, . o, 20,21, 22); (%)
Zo = 2941

END

berechnet werden. Dabei sind die mit () gekennzeichneten Anweisungen Abkiirzungen
fiir Programme, welche Ein- und Ausgaben geeignet kopieren und die Programme fiir g
und h anwenden. Die Variablen zq, 25, 23 sind neue Variablen, die in den Programmen fiir
g und h nicht vorkommen.

(IT) Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind primitiv rekursiv.

Dazu beschaffen wir uns zunichst eine primitiv rekursive Bijektion ¢ : N* — N (n > 2)
(n) (n)

sowie die zugehorigen Umkehrfunktionen ¢y, ..., ¢, ;. Wir definieren dazu
" (ay,.xn) = clay,c(ra, .. c(Tp_1, 1) .. .)) und
) = col2)
"(z) = alel:)
n n—2
h(z) = el ?(2)
ah(z) = 37'()
Da ¢ und ¢y, ¢» primitiv rekursiv sind, sind auch ¢™ und cgn), . ,cflnll primitiv rekursiv.

Es sei nun P ein LOOP-Programm, das die Funktion f : N° — N berechnet. Es sei [ der
maximale Index der in P vorkommenden Variablen und & := max{r,[}.

Wir zeigen durch Induktion iiber den Aufbau von LOOP-Programmen, daf§ die Funkti-
on gp : N — N primitiv rekursiv ist, wobei gp(z) = ¢V (b, ..., b), wenn by, ..., b
die Werte von xg,...,x; nach Ausfiihrung des Programms P bei Startwerten ay =
(k+1) _ (k+1) .

co (2),...,a=cp (%) sind.
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1) Hat P die Form x; := x; + ¢, so ist gp(z) = c(’““)(cékﬂ)(z), . .,cglf{l)(z),c;kH)(z) +
¢, CET{ )(z), ...). Entsprechend kann die andere Zuweisung behandelt werden.
2) P=Q;R

Dann ist gp(2) = gr(go(2)). Da gg, gr nach Induktionsvoraussetzung primitiv rekursiv
sind und gp durch Komposition daraus entsteht, ist auch gp primitiv rekursiv.

3) P =100P z; DO (Q END
Wir definieren zunéchst die zweistellige Funktion h durch primitive Rekursion aus gg:
h(z,0) ==

hz,y +1) = go(h(z,y))

Offenbar liefert h(z,n) die Kodierung der Werte der Variablen zy, ..., xj, nachdem man,
beginnend mit xy = c(()k+ 2), . = c,(ckﬂ)( ), das Programm () n-mal ausgefiihrt
hat. Daher gilt: gp(2) = h(z,cgkﬂ)( )). Dies schlieft den Induktionsbeweis ab, daf} die
Funktion gp fiir jedes LOOP-Programm P primitiv rekursiv ist.

Ist f: N” — N die von P berechnete Funktion, so gilt:

f(z1,. .0 z) = T (gp(c®*D(0, 21, ..., 2,0,...,0))). O

k—r

Da wir durch LOOP-berechenbare/primitiv rekursive Funktionen nur totale Funktionen er-
halten, ist nicht jede (intuitiv) berechenbare Funktion in dieser Klasse enthalten. Aber was
ist mit den totalen berechenbaren Funktionen?

Satz 14.21
Es qgibt totale berechenbare Funktionen, die nicht LOQP-berechenbar sind.

Beweis:
Wir definieren die Lange von LOOP-Programmen induktiv {iber deren Aufbau:

1) | = zj+cli=i+j+c+1
lz; 1= xj—c|i=i+j+c+1

2) |P;QI =[P +]Q +1
3) |LOOP z; DO P END|:= |P|+i+1

Fiir eine gegebene Lénge n gibt es nur endlich viele LOOP-Programme dieser Lénge. Deshalb
macht die folgende Definition Sinn:

f(z,y) =14+ max{g(y) | g : N — N wird von einem LOOP-Prog. der Linge x berechnet}

Behauptungl:

Die Funktion d : N — N mit z — f(z, z) ist nicht LOOP-berechenbar, denn:

Sei P ein LOOP-Programm, das d berechnet und sei n = |P|. Wir betrachten d(n) = f(n, n).
Nach Definition ist f(n,n) grofier als der maximale Funktionswert, den ein LOOP-Programm
der Lénge n bei Eingabe n berechnen kann. Dies widerspricht der Tatsache, dafl d von einem
LOOP-Programm der Lange n berechnet wird. [

Behauptung?2:

Die Funktion d ist (intuitiv) berechenbar, denn:
Bei Eingabe z zdhlt man die endlich vielen LOOP-Programme der Linge z auf und wendet
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sie jeweils auf die Eingabe z an. Da alle diese Aufrufe terminieren, kann man in endlicher
Zeit den maximalen so erhaltenen Funktionswert berechnen.

Mit der Churchschen These ist diese Funktion auch Turing-berechenbar.
Eine prominente nicht primitiv rekursive, aber berechenbare Funktion ist die sogenannte
Ackermannfunktion A, die wie folgt definiert ist:

A(0,y) == y+1
A(x+1,0) = A(x,1)
Alr+1,y+1) = A(x,A(z+1,y))

Durch (geschachtelte) Induktion zeigt man leicht, dafl A dadurch eindeutig definiert ist.
Man kann zeigen, dafl A zwar Turing-berechenbar ist, aber nicht LOOP-berechenbar, da sie
schneller wéchst als jede LOOP-berechenbare Funktion (siehe [Sch6_97]).

15 p-rekursive Funktionen und While-Programme

Um alle berechenbaren Funktionen zu erhalten, mufl man die primitiv rekursiven Funktio-
nen um eine weitere Operation, die unbeschréankte Minimalisierung, erweitern. Die LOOP-
Programme muf8 man um eine While-Schleife (d.h. eine Schleife ohne vorher festgelegte
Anzahl der Durchldufe) erweitern.

Definition 15.1 (unbeschrinkte Minimalisierung)
Es sei n > 0. Die Funktion f : N* — N entsteht aus g : N**!' — N durch unbeschrinkte
Minimalisierung (Anwendung des p-Operators), falls gilt:
Yy falls g(xy, ..., 2y,y) =0 und
g(xy, ..., xy,, 2) ist definiert und # 0
fir alle0 <z <y
undefiniert sonst

f(er, ..., 2,) =

Wir schreiben dann auch f = ug.

Beachte: Der p-Operator sucht nach dem kleinsten y, so dafi g(z, y) = 0 ist. Dabei miissen
aber alle vorherigen Werte g(z, z) fiir z < y definiert sein.

Beispiel 15.2
[a—y falls x>y
1) gi(r,y) = { undefiniert falls x <y

pgi(x) =z, d.h. man erhdlt durch Anwenden des u-Operators auf die partielle Funktion
g1 die totale Identititsfunktion f; : N — N mit v — x.

fy-=z falls =<y
2) ear,y) = { undefiniert falls x>y

(z) = falls =0
HeT) = undefiniert falls x>0 (vor Wert 0 hat man undefiniert)

3) g3z, y) =a+y

(z) = falls =10
HE3W) =\ undefiniert falls x>0 (kein Wert 0)

Durch Anwenden von p kann man also partielle Funktionen aus totalen erhalten.
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Definition 15.3 (Klasse der u-rekursiven Funktionen)
Die Klasse der p-rekursiven Funktionen besteht aus den Funktionen, welche man aus den
Grundfunktionen (Definition 14.1) durch endlich oftes Anwenden von Komposition, primi-
tiver Rekursion und unbeschrinkter Minimalisierung erhdlt.

Definition 15.4 (Syntax von WHILE-Programmen)
Die Syntax von WHILE-Programmen enthdlt alle Konstrukte in der Syntax von LOOP-
Programmen und zusdtzlich

4) Falls P ein WHILE-Programm ist und i > 0, so ist auch
WHILE x; #0 DO P END
ein WHILE-Programm.

Die Semantik dieses Konstrukts ist wie folgt definiert: Das Programm P wird solange iteriert,
bis x; den Wert 0 erhélt. Geschieht das nicht, so terminiert diese Schleife nicht.

Beachte: Man koénnte bei der Definition der WHILE-Programme auf das LOOP-Konstrukt
verzichten, da es durch WHILE simulierbar ist:
LOOP » DO P END
kann simuliert werden durch:
y = x+0;
WHILE y # 0 DO y := y—1;P END
wobei y eine neue Variable ist.

Definition 15.5 (WHILE-berechenbar)

Die (partielle) Funktion f : N* — N heifit WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P qibt, das f in dem folgenden Sinne berechnet:

Gestartet mit ny,...,n, in den Variablen x1,...,x; (und O in den restlichen Variablen)
stoppt P mit dem Wert f(ny,...,ng) in der Variablen xq, falls dieser Wert definiert ist.
Sonst stoppt P nicht.

Beispiel 15.6

Die Funktion f: N* — N mit (z,y) — { rT—y falls x>y

undefiniert sonst 1st WHILE-berechenbar

durch das folgende Programm.:

WHILE 25 # 0 DO

Yy = 21,
WHILE y # 0 DO
r 1= r—1;
Ty 1= To—1;
y :=0
END
END;
Top = I
Satz 15.7

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt genau mit der Klasse der WHILFE-
berechenbaren Funktionen tiberein.
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Beweis:

Wir miissen hierzu den Beweis von Satz 14.20 um die Behandlung des zusétzlichen Opera-
tors/Konstrukts ergédnzen.

1)

Alle p-rekursiven Funktionen sind WHILE-berechenbar:
Es sei f = ug und P (nach Induktionsvoraussetzung) ein WHILE-Programm fiir g. Dann
berechnet das folgende Programm die Funktion f:

zg := 0;

y = g(xy,...,xn,70); (Realisierbar mittels P)

WHILE y # 0 DO

To = x9+1;
y = g(xy, ..., 2, T0)
END

Beachte: Dieses Programm ist nur deshalb korrekt, weil wir in der Definition von pu gefor-
dert haben, daf} alle vorherigen Werte nicht nur # 0, sondern auch definiert sein miissen.

Alle WHILE-berechenbaren Funktionen sind p-rekursiv:
Betrachte das Programm WHILE x; ## 0 DO () END. Wie im Beweis von Satz 14.20 bei der
Behandlung von LOOP beschaffen wir uns eine p-rekursive Funktion h : N> — N, fiir die

h(z,n) die Kodierung der Werte der Variablen xy,..., 2 ist, nachdem man, beginnend
mit xy = cgkﬂ)(z), e T = c,(gkﬂ)(z) das Programm @ n-mal ausgefiihrt hat.
(k+1)

Der p-Operator, angewandt auf die Komposition ¢;  ’(h), sucht nach der kleinsten Itera-
tionszahl, so daf§ die Variable x; = 0 wird. Daher ist gp(z) = h(z, (uc§k+1)(h(2)))). O

Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Klasse der p-rekursiven/ WHILE-berechenbaren Funktionen
mit der Klasse der Turing-berechenbaren Funktionen iibereinstimmt.

Satz 15.8
Jede pi-rekursive Funktion ist Turing-berechenbar.

Beweis:

Es ist leicht zu zeigen, daB die Grundfunktionen Turing-berechenbar sind (Ubung).

Komposition: Seien A,, Ay, ..., Ay, DTM, die g, hy, ..., h,, berechnen.

Verwende m + 1 Bander:

Kopiere die Eingabe z auf Band2, ..., Band(m + 1)
Ap, berechnet h;(z) auf Band (i + 1)

Uberschreibe Bandl mit pa™@ p... pat=@ p
Berechne g-Wert davon mit A,

Primitive Rekursion: Seien Ay, A, DTM fiir g, h.

Verwende 4 Bander:

Band1: Speichert zy

Band2: Zahlt von 0 ab hoch bis y (aktueller Wert: z)
Band3: Enthélt f(z, z) (fiir 2 = 0 mittels A, berechnet)
Band4: Berechnung von Ay
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p-Operator: Sei A, eine DTM fiir g.
Verwende 3 Bénder:
Band1: Speichert Eingabe =
Band2: Zahlt von 0 ab hoch (aktueller Wert: z)
Band3: Berechne g(z, z) mittels A, und teste, ob Wert = 0 ist
O

Satz 15.9
Jede Turing-berechenbare Funktion ist WHILFE-berechenbar.

Beweisskizze:

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir Konfigurationen von Turingmaschinen der Form
aqf3 fiir o, B € T'" und ¢ € Q in drei natiirlichen Zahlen kodieren. Diese werden dann in den
drei Programmvariablen x1, x5, x3 des WHILE-Programms gespeichert. Es sei 0.B.d.A. T' =
{ar,...,a,} und Q = {q1,...,q}. Die Konfiguration a;, ...a;¢na;j, ...a; wird dargestellt
durch

l
xr1 = (il, .. -,il)b = Z 1, * iV
Ty =m v=1
xr3 = (jra- .. >j1)b = ij ' bp)
p=1

wobei b > |I'| ist, d.h. a;, ...a; représentiert z; in b-nirer Zahlendarstellung und a;, .. .a;
(Reihenfolge!) représentiert x3 in b-nirer Zahlendarstellung.

Das Herauslesen des aktuellen Symbols a;, kann daher wie folgt erreicht werden:
Ist w3 = (Jr, .-, J1)p, SO ist j; = 3 mod b.

Andern dieses Symbols zu a; geht wie folgt:
Der neue Wert von x3 ist (j,...,72,7)o = div((J, .., 72,71)5,0) -0+ J

Verschieben des Schreib-Lesekopfes kann durch &hnliche arithmetische Operationen realisiert,
werden.

All diese Operationen sind offensichtlich WHILE-berechenbar (sogar LOOP!). Das WHILE-
Programm, welches die gegebene DTM simuliert, arbeitet wie folgt:

1) Aus der Eingabe wird die Kodierung der Startkonfiguration der DTM in den Variablen
1, T, T3 erzeugt.

2) In einer WHILE-Schleife wird bei jedem Durchlauf ein Schritt der TM-Berechnung simu-
liert (wie oben angedeutet) in Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand (Wert von z5) und
dem gelesenen Symbol, d.h. von x3 mod b.

Die WHILE-Schleife terminiert, wenn der aktuelle Zustand zusammen mit dem gelesenen
Symbol keinen Nachfolgezustand hat. All dies ist durch einfache (WHILE-berechenbare)
arithmetische Operationen maglich.

3) Aus dem Wert von x3 nach Termination der WHILE-Schleife wird der Ausgabewert her-
ausgelesen und in die Variable xy geschrieben. [J

Insgesamt haben wir also gezeigt:

Theorem 15.10
Die folgenden Klassen von Funktionen stimmen tiberein:
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1) Turing-berechenbare Funktionen
2) WHILE-berechenbare Funktionen

3) p-rekursive Funktionen

Diese Aquivalenz ist ein wichtiges Argument fiir die Korrektheit der Churchschen These.

16 Universelle Maschinen und unentscheidbare Pro-
bleme

Wir werden hier zeigen, dafl es Relationen gibt, die nicht Turing-entscheidbar sind (d.h. die
charakteristische Funktion ist nicht Turing-berechenbar). Mit der Churchschen These sind
diese Relationen dann nicht entscheidbar im intuitiven Sinn.

Dazu konstruieren wir eine universelle Turingmaschine, die alle Turingmaschinen simulie-
ren kann. Die universelle Maschine erhélt als zusétzliche Eingabe eine Kodierung der zu
simulierenden Turingmaschine.

Konventionen:

Arbeitsalphabete der betrachteten Turingmaschinen sind Teilmengen von {aj,as,as, ...},
wobei a; = a,as = b,az = p.

Zustandsmengen sind Teilmengen von {q1, ¢, g3, . . .}, wobei ¢; stets der Anfangszustand ist.

Definition 16.1 (Kodierung einer Turingmaschine)
Es sei A = (Q,5,T,q1, A, F) eine Turingmaschine, die 0.B.d.A. die obigen Konventionen
erfiillt.

[ a
1) Eine Transition t = (q;,a;,a;, 7 ,qy) wird kodiert durch code(t) = a’ba’ba’'b aa ba' bb.
n aaa

2) Besteht A aus den Transitionen ti,...,t, und ist F = {q;,..., ¢}, so wird A kodiert
durch code(A) = code(t,) ...code(tg)ba"b. . .ba'" bbb.

Bemerkung 16.2

1) Fiir x = code(A)w mit w € ¥* folgt w genau auf den zweiten Block bbb, kann also aus x
eindeutig wieder herausgelesen werden.

2) Es gibt eine DTM Acopg, welche die Relation CODE = {code(A) | A ist DTM iiber ¥}
entscheidet, denn:
Uberpriife bei Eingabe w zundchst, ob w eine Turingmaschine kodiert (d.h. eine Folge
von Transitionskodierungen gefolgt von einer Endzustandsmengenkodierung ist). Uberpriife
dann, ob die kodierte Turingmaschine deterministisch ist (bei jeder Transition wird nach-
geschaut, ob es eine andere mit demselben Anfangsteil gibt).

Satz 16.3 (Turing)
Es gibt eine universelle DTM U tiber 33, d.h. eine DTM mit der folgenden Eigenschaft: Fiir
alle DTM A und alle w € ¥* gilt: U akzeptiert code(A)w gdw. A akzeptiert w.
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Es ist also U ein ,, Turing-Interpreter fiir Turingmaschinen®.

Beweis:

U fiihrt bei Eingabe code(A)w die A-Berechnung ky F4 k; F4 ... in kodierter Form aus,
d.h. U erzeugt sukzessive Bandbeschriftungen
code(A)code(ky), code(A)code(ky), code(A)code(ks), . ..

Konfigurationskodierung:

code(a;, ... a;qjai,, .. a;)=a"b...a"ba’bba"+'b. .. a"b
Arbeitsweise von U: (bei Eingabe code(A)w)

e Erzeuge aus code(A)w die Anfangsbeschriftung code(A)code( pqw p).

ko

e Simuliere die A-Schritte, ausgehend vom jeweiligen Konfigurationskode . . . ba’bba'b . . . (Zu-
stand ¢;, gelesenes Symbol a;).

— Aufsuchen einer Transitionskodierung code(t), die mit a’ba’ beginnt.
— Falls es so eine gibt, Anderungen der Konfigurationskodierung entsprechend .

— Sonst geht U/ in Stoppzustand. Dieser ist akzeptierend gdw. @’ in der Kodierung der
Endzustandsmenge vorkommt. [

Satz 16.4
Die Relation UNIV = {code(A)w € ¥* | A ist DTM tber ¥, die w akzeptiert} ist partiell
entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis:

1) Wir zeigen, dal UNIV Turing-akzeptierbar (und damit partiell entscheidbar) ist: Bei
Eingabe x geht die TM, welche UNIV akzeptiert, wie folgt vor:

e Teste, ob x von der Form x = 1w mit 1 € CODFE und w € ¥* ist.

e Wenn ja, so wende U/ auf z an.

2) Angenommen, UNIV ist rekursiv. Dann ist auch UNIV = ¥* \ UNIV rekursiv und
es gibt eine DTM Ay, die UNIV entscheidet. Wir betrachten nun die Sprache D =
{code(A) | code(A)code(A) ¢ UNTV'} (d.h. die Maschine A akzeptiert ihre eigene Kodie-
rung nicht). Diese Menge kann leicht mit Hilfe von 4, entschieden werden: Bei Eingabe x

dupliziert man x und startet dann Ay mit Eingabe xx.
Es sei Ap die DTM, die D entscheidet. Es gilt nun (fiir A = Ap):

Ap akzeptiert code(Ap) gdw. code(Ap) € D
gdw. code(Ap)code(Ap) ¢ UNIV
gdw. Ap akzeptiert code(.Ap) nicht.

Widerspruch. [

Die in Teil 2 des Beweises verwendete Vorgehensweise nennt man Diagonalisierung. Wir
hatten hier ja zwei Dimensionen (Kodierung der TM, Eingabe der TM), und die Menge D
identifiziert die beiden (betrachtet TM, die als Eingabe ihre eigene Kodierung haben), d.h.
D bewegt sich in der Diagonalen.

Ein anderes Beispiel fiir ein Diagonalisierungsargument ist Cantors Beweis fiir die
Uberabzihlbarkeit von R. Wir wenden im folgenden Einschub Diagonalisierung an, um zu
zeigen, dafl es nichtkontextsensitive Typ-0-Sprachen gibt.
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Satz 16.5
L C Ly

Beweis:

Es sei Gy, Gy, ... eine effektive (d.h. mit TM machbare) Aufzéhlung aller kontextsensitiven
Grammatiken mit Terminalalphabet ¥ = {a,b} und wy,ws,... eine effektive Aufzihlung
aller Worter tiber 3. Wir definieren nun L C {a,b}* durch w; € L :& w; ¢ L(G;) (Diago-
nalisierung!). Es ist L Turing-akzeptierbar, da man fiir eine kontextsensitive Grammatik G;
und ein Wort w; entscheiden kann, ob w; € L(G;) ist (Beachte: nichtkiirzende Produktionen
= Aufzéhlen aller ableitbaren Worter bis zur Linge |w;]).

Wire L kontextsensitiv, so gidbe es einen Index k mit L = L(G},). Nun ist aber wy € L(Gy,)
gdw. wy, € L gdw. wy ¢ L(Gy). Widerspruch. O

Aus der Unentscheidbarkeit von UNITV kann man weitere wichtige Unentscheidbarkeitsre-
sultate herleiten.

Satz 16.6

Das Wortproblem fiir DTM (und damit auch fiir Loy) ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein
Berechnungsverfahren, das zu jeder gegebenen DTM A und jedem Eingabewort w entscheidet,
ob A das Wort w akzeptiert.

Beweis:

Wenn das Wortproblem fiir DTM entscheidbar wiére, so wire auch UNTV entscheidbar (ist
es aber nicht).

Um zu entscheiden, ob code(A)w € UNIV ist, miiite man ja nur das Entscheidungsverfahren
fiir das Wortproblem feststellen lassen, ob A das Wort w akzeptiert. [

Satz 16.7
Das Halteproblem fiir DTM ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Berechnungsverfahren, das
zu jeder gegebenen DTM A entscheidet, ob A beginnend mit leerem Eingabeband terminiert.

Beweis:

Wire das Halteproblem entscheidbar, so auch das Wortproblem. Um zu gegebener TM A
und gegebenem Wort w zu entscheiden, ob A das Wort w akzeptiert, konnte man dann
namlich wie folgt vorgehen: Modifiziere A zu einer TM A:

e Bei leerem Band schreibt A zunichst w auf das Band.
e Danach verhilt sich A wie A.

e Stoppt A mit akzeptierender StoppkonﬁguAration, so stoppt auch A. Hilt A mit nichtak-
zeptierender Stoppkonfiguration, so geht A in eine Endlosschleife.

Damit gilt: A hilt mit leerem BEingabeband gdw. A akzeptiert w. Mit dem Entscheidungs-
verfahren fiir das Halteproblem (angewandt auf A) kénnte man also das Wortproblem (,,Ist
w in L(A)7“) entscheiden. O

Satz 16.8

Das Leerheitsproblem fiir DTM (und damit auch fiir Lo) ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein
Bereghnungsverfahren, das bei gegebener DTM A entscheidet, ob es eine Eingabe w gibt, auf
der A terminiert.
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Beweis:

Wiire das Leerheitsproblem entscheidbar, so auch das Halteproblem. Um bei gegebener DTM
A 7zu entscheiden, ob A auf leerer Eingabe hélt, konstruiert man die DTM A wie folgt:

e A loscht seine Eingabe.
e Danach verhilt sich A wie A.
e Stoppt die Berechnung, so geht A in eine akzeptierende Stoppkonfiguration.

Offenbar gibt es eine Eingabe, fiir die A hilt gdw. A auf leerem Eingabeband hilt. O

Satz 16.9
Das Aquivalenzproblem fiir DTM (und damit auch fiir Lqy) ist unentscheidbar.

Beweis:
Offenbar kann man leicht eine DTM A konstruieren mit L(.A) = . Wire das Aquivalenz-

~

problem , L(A;) = L(A3)7?* entscheidbar, so konnte man durch den Test ,L(A) = L(A)7¢
das Leerheitsproblem fiir A entscheiden. [

Satz 16.10
Ly ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Beweis:
Wir wissen von der in Satz 16.4 eingefiihrten Sprache UNIV:

e UNIV ist partiell entscheidbar, d.h. gehort zu L.
e UNIV ist nicht entscheidbar.

Wére UNIV € Ly, d.h. partiell entscheidbar, so wiirde aber mit Satz 13.4 (Teil 4) folgen,
dal UNIV entscheidbar ist. [

Das in den Beweisen der Sitze 16.6 bis 16.9 gewédhlte Vorgehen nennt man Reduktion:

Ein Problem P; (z.B. Halteproblem) wird auf ein Problem P, (z.B. Aquivalenzproblem)
reduziert. Ware daher P, entscheidbar, so auch P;. Weifl man bereits, daf§ P; unentscheid-
bar ist, so folgt daher, dal auch P, unentscheidbar ist. Formaler betrachten wir (0.B.d.A.)
einstellige Relationen R C ¥*.

Definition 16.11 (Reduktion)

1) Eine Reduktion von Ry C ¥* auf Ry C X* ist eine berechenbare Funktion f: ¥* — ¥*, fir
die gilt: w € Ry gdw. f(w) € Ry.

2) Wir schreiben Ry <,, Ry (Ry wird auf Ry reduziert), falls es eine Reduktion von Ry nach

Lemma 16.12

1) Ry <,, Ry und Ry entscheidbar = Ry entscheidbar.

2) Ry <, Ry und Ry unentscheidbar = Ry unentscheidbar.
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Beweis:
1) Um ,w € R;“ zu entscheiden, berechnet man f(w) und entscheidet ,f(w) € Ry*.
2) Folgt unmittelbar aus 1). O

Mit Hilfe einer Reduktion des Halteproblems kann man =zeigen: Jede nichttriviale
semantische Eigenschaft von Programmen (DTM) ist unentscheidbar.

Semantisch heifit hier: Die Eigenschaft hdngt nicht von der syntaktischen Form des Pro-
grammes, sondern nur von der berechneten Funktion ab.

Nichttrivial: Es gibt berechenbare Funktionen, die sie erfiillen, aber nicht alle berechenbaren
Funktionen erfiillen sie.

Satz 16.13 (Satz von Rice)

Es sei E eine Eigenschaft partiell berechenbarer Funktionen f: X" — ¥*, so daf$ gult:
Dc{f:S =X | ferfillt E} C {f:X* — * | f ist partiell berechenbar}

Dann ist L(E) := {code(A) | die von A berechnete Funktion f : ¥* — X* erfillt E} unent-
scheidbar.

Beweis:

Angenommen, L(F) ist entscheidbar. Wir zeigen, daf§ man dann auch ein Entscheidungsver-
fahren fiir das Halteproblem erhélt (Widerspruch zu Satz 16.7). Mit f, bezeichnen wir die
iberall undefinierte Funktion, welche offenbar partiell berechenbar ist. O.B.d.A. erfiille f, die
Eigenschaft E. Sonst kénnte man statt E die Eigenschaft E: .f erfiillt £ nicht* betrachten.
Mit L(E) ist auch L(E) = L(FE) entscheidbar.

Da nicht alle partiell berechenbaren Funktionen F erfiillen, gibt es eine partiell berechenbare
Funktion g, welche E nicht erfiillt. Es sei nun A, eine DTM fiir g und A, eine fiir f,. Wir

konstruieren nun eine DTM A’, welche eine Funktion f: ¥* — ¥* berechnet mit
w = code(A) fiir eine DTMA, die auf leerer Eingabe terminiert gdw.f(w) ¢ L(E) (x).
Wiire daher L(FE) entscheidbar, so auch das Halteproblem.

Konstruktion von A':

Die DTM A’ testet bei Eingabe w zunéchst, ob w Kodierung einer DTM ist.

Falls nein, so gibt A’ code(A,) € L(E) aus.

Falls ja, so ist w = code(A) fiir eine DTM A. Die DTM A’ gibt dann code(.A”) aus, wobei
A" eine DTM ist, die sich wie folgt verhiilt:

e A" ignoriert zunédchst die Eingabe x und simuliert das Verhalten von A auf dem leeren
Eingabeband.

e Im Anschluf§ (d.h. falls A auf leerem Eingabeband terminiert) verhélt sich A” wie A, bei
Eingabe .

Damit gilt fiir A" offenbar:

e Terminiert 4 auf leerer Eingabe nicht, so berechnet A" die Funktion f,, d.h. code(A") €
L(E), da f, E erfiillt.

e Terminiert A auf leerer Eingabe, so berechnet A" die Funktion g, d.h. code(A") ¢ L(FE),
da g F nicht erfiillt.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dafl die von A’ berechnete Funktion f die Bedingung
(%) erfiillt, das Halteproblem also auf das Problem, L(F) zu entscheiden, reduziert. Da das
Halteproblem unentscheidbar ist, folgt die Unentscheidbarkeit von L(E). O
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17 Weitere unentscheidbare Probleme

Die bisher als unentscheidbar nachgewiesenen Probleme betreffen alle nur (semantische)
Eigenschaften von Programmen. Aber auch Probleme, die (direkt) nichts mit Programmen
zu tun haben, kénnen unentscheidbar sein.

Das folgende von Emil Post definierte Problem ist sehr niitzlich, um mittels Reduktion
Unentscheidbarkeit zu zeigen.

Definition 17.1 (Postsches Korrespondenzproblem)

FEine Instanz des Postschen Korrespondenzproblems (PKP) ist gegeben durch eine endliche
Folge P = (x1,y1),- .., (xk, yx) von Wortpaaren x;,y; € ST fiir ein endliches Alphabet .
FEine Liosung des Problems ist eine Indexfolge iy, ..., i, mit m > 0 und i; € {1,...,k}, so

daff gilt: x4 ... x5, = Yiy - Yi, -
Beispiel 17.2
1) P, = (a,aaa), (abaa, ab), (aab, b)

hat z.B. die Folgen 2, 1 und 1, 3 als Lésungen

abaala alaab
ablaaa aaalb

und damit auch 2, 1, 1, 3 sowie 2, 1, 2, 1, 2, 1, ...

2) Py = (ab,aba), (baa, aa), (aba, baa)
hat keine Losung:

ablabalabal . . .
abalbaalbaal . ..

Um die Unentscheidbarkeit des PKP zu zeigen, fithren wir zunéchst ein Zwischenproblem
ein, das modifizierte PKP (MPKP): Hier muf} fiir die Losung zusétzlich i; = 1 gelten, d.h.
das Wortpaar, mit dem man beginnen mu#8, ist festgelegt.

Lemma 17.3
Das MPKP kann auf das PKP reduziert werden.

Beweis:

Es sei P = (x1,%1),..., (2, y) eine Instanz der MPKP iiber dem Alphabet . Es seien
#,$ Buchstaben, die nicht in ¥ vorkommen. Wir definieren die Instanz f(P) des PKP iiber
S = YU {#,$} wie folgt:

f(P) = (1‘6, yé))v (Illv yi)v et (I;cv y;e)’ (I;c+17 yllc+1)7 WObei gﬂt:

~

e Fiir 1 < < k entsteht 2! aus x;, indem man hinter jedem Buchstaben ein # einfiigt.
Ist z.B. x; = abb, so ist ! = a#b#b#.

o Fiir 1 < <k entsteht y, aus y;, indem man vor jedem Buchstaben ein # einfiigt.

<~

~

- / e o)
o 1 :=F#x) und y, = v}

o 7 =%und y,, = #3
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Offenbar ist f berechenbar, und man kann leicht zeigen, daf gilt: ,Das MPKP P hat eine
Losung.“ gdw. Das PKP f(P) hat eine Losung.“ [

Beispiel:
P = (a,aaa), (aab,b) ist als MPKP losbar mit Losung 1, 2.
(z6,¥0) (z1,91) (xh,y5) (x%,y3)
f(P) =(#aHt, #aFtafta), (aff, FaFtafta), (affaFtbt, #D), ($, #3)
Die Losung 1, 2 von P liefert die Losung 0, 2, 3 von f(P):
Ha#|afta#bH#|$
FaFrafalFEb|FS
Offenbar muf} jede Losung von f(P) mit 0 beginnen.

Wire daher das PKP entscheidbar, so auch das MPKP. Es geniigt also zu zeigen, daf§ das
MPKP unentscheidbar ist.

Lemma 17.4
Das Halteproblem kann auf das MPKP reduziert werden.

Beweis:

Gegeben sei eine DTM A = (Q, X, T, qo, A, F) und ein Eingabewort w € ¥*. Wir miissen
zeigen, wie man A, w effektiv in eine Instanz f(A, w) des MPKP iiberfiihren kann, so dafl
gilt: A hilt auf Eingabe w gdw. f(A, w) hat eine Losung.

Wir verwenden fiir das MPKP (A, w) das Alphabet TUQU{#} mit # ¢ TUQ. Das MPKP
f(A, w) besteht aus den folgenden Wortpaaren:

1) Anfangsregel:
(#. # b qow b#)

2) Kopierregeln:
(a,a) fir alle a € T U {#}

3) Ubergangsregeln:
(qa,q'a’) falls (q,a,d’,n,q") € A
(qa,d'q") falls (q,a,d’,r,q") € A
(bga, ¢'ba’) falls (¢, a,a’,1,¢') € Aund b e T
(#qa, #q¢' pd') falls (¢,a,d’,1,¢') € A
(q#,q'a'#) falls (¢, b,a’,n,q') € A
(q#? alql#) falls (q7 157 al, r? ql) E A
(bg#, q'ba'#) falls (q, p,d',1,q") € A
(#a#, #q' pa'#) falls (q, p,a’,1,q') € A

4) Loschregeln:
(ag,q) und (qa,q) fiir alle @ € T und ¢ € @ Stoppzustand (O.B.d.A. hénge in A das
Stoppen nur vom erreichten Zustand ab.)

5) Abschlufiregel:
(q##, #) fiir alle ¢ € Q mit ¢ Stoppzustand

Falls A bei Eingabe w hélt, so gibt es eine Folge von Konfigurationsiibergéngen ko 4 k1 F4
. Fa kp mit kg =hqowp und k; = uqu mit ¢ Stoppzustand. Daraus kann man nun eine
Loésung des MPKP bauen. Zunéchst erzeugt man
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kot Rkt . #
FRoFFRkaFFhoAf - #HhAF

e Dabei beginnt man mit (#, #ko#). Durch Kopierregeln erzeugt man die Teile von kg
und kq, die sich nicht unterscheiden. Der Teil, der sich unterscheidet, wird durch die
entsprechende Ubergangsregel realisiert.

z.B. (q,a,d',r,¢') € A und ky = bqabp

#|blqalb] p|#]
# b oqa bp #|pla'q'|b| Bl#]

ko
Fho# k17

e Nun macht man dies so weiter, bis die Stoppkonfiguration k; mit Stoppzustand § erreicht
ist. Durch Verwenden von Loschregeln und Kopierregeln 16scht man nacheinander die dem
Stoppzustand benachbarten Symbole von k;:

g - Hadlbl# bl#
L Had b #]4|b|#|q)#

e Danach wendet man die Abschlufiregel an:

- G H#
- FE GHl#

Umgekehrt zeigt man leicht, dafl jede Losung des MPKP einer haltenden Folge von Konfi-
gurationsiibergéngen entspricht, welche mit ky beginnt:

Man erhilt so:

e Man mufl mit ky beginnen, da wir das MPKP betrachten.

e Durch Kopier- und Ubergangsregeln kann man die erzeugten Worter nicht gleich lang
machen.

e Daher muf} ein Stoppzustand erreicht werden, damit Losch- und Abschlufiregeln eingesetzt
werden kénnen. [

Da das Halteproblem unentscheidbar ist, folgt die Unentscheidbarkeit des MPKP und damit
(wegen Lemma 17.3) die Unentscheidbarkeit des PIKP.

Satz 17.5
Das PKP ist unentscheidbar.

Wir verwenden dieses Resultat, um Unentscheidbarkeit von Problemen fiir kontextfreie und
kontextsensitive Sprachen nachzuweisen. Wir zeigen zunéchst:

Lemma 17.6
Es ist nicht entscheidbar, ob fiir kontextfreie Grammatiken G, Gy gilt: L(G1) N L(Gs) # 0.

Beweis:

Wir reduzieren das PKP auf dieses Problem, d.h. wir zeigen:

Zu jeder Instanz P des PKP kann man effektiv kontextfreie Grammatiken Gg), Gg) konstru-
ieren, so daf} gilt:

P hat Losung gdw. L(GY) N L(GY) £ 0.

Da das PKP unentscheidbar ist, folgt dann die Aussage des Lemmas.
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Es sei P = (z1,91),.... (x5 ). Wir definieren GY = (N,,S,, P, 8) mit N, = {S},
S = SU{l... kY und P = {S — wiSi, S — wii |1 < i < k). GY wird ent-
sprechend definiert. Es gilt:

LGy = {ai . @i - iy | m > 105 € {1,..., k}}

LGS = {ui, - im0 | m>10 € {1,... k}}

Daraus folgt nun unmittelbar:

LGN LGY) £ 0 gdw.

ElmZ 1 Elil,...,im S {]_,,k}l’zll’zmlmllzy“ylmlmll gdW

P hat Losung. [

Da jede kontextfreie Sprache auch kontextsensitiv ist und da die kontextsensitiven Sprachen
unter Durchschnitt abgeschlossen sind (Satz 12.6), folgt daraus unmittelbar:

Satz 17.7 )
Fiir £y sind das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beachte: Leerheitsproblem ist Spezialfall des Aquivalenzproblems, da L(G) = 0 gdw. L(G) =
L(Gy) (Gy: kontextsensitive Grammatik fiir ).

Fiir kontextfreie Sprachen wissen wir bereits, dafl das Leerheitsproblem entscheidbar ist.
Dies ist kein Widerspruch zu Lemma 17.6, da £5 nicht unter Durchschnitt abgeschlossen ist.

Satz 17.8 )
Fiir Lo ist das Aquivalenzproblem unentscheidbar.

Beweis:

Man kann sich leicht iiberlegen, dafl die Sprachen L(Gg)) und L(Gg)) aus dem Beweis
von Lemma 17.6 durch deterministische Kellerautomaten akzeptiert werden kénnen. Die
von deterministischen Kellerautomaten akzeptierten kontextfreien Sprachen sind nun aber
unter Komplement abgeschlossen, d.h. es gibt auch einen (effektiv berechenbaren) determi-

nistischen Kellerautomaten und damit eine kontextfreie Grammatik fiir L(G%)) (siehe z.B.
[Wege_93], Satz 8.1.3). Es sei G die kontextfreie Grammatik mit L(G) = L(Gg)). Nun gilt:

LGN LGy =0
edw. L(G})) € L(G)
gdw. L(GYYUL(G) = L(G)
gdw. L(Gy) = L(G),

wobei G, die effektiv konstruierbare kontextfreie Grammatik fiir L(Gg)) U L(G) ist.
Wire also das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar, so auch
L(GYYN L(GY) = ¢ und damit das PKP. O

Als néchstes verwenden wir das PKP, um zu zeigen, daf§ die Giiltigkeit von Formeln der
Prédikatenlogik erster Stufe (PL1) unentscheidbar ist.

Satz 17.9
Das PKP kann auf die Giltigkeit von PL1-Formeln reduziert werden.
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Beweis:

Es sei P = (x1,11), ..., (zk, y) ein PKP iiber dem Alphabet ¥ = {ay,...,a,}.
Wir verwenden

e cinstellige Funktionssymbole aq, ..., a,,

e ecinstellige Funktionssymbole fi, ..., f;,

e cinstellige Funktionssymbole I, r,

e das Gleichheitssymbol = (welches als Gleichheit interpretiert werden muf),
e ein Konstantensymbol .

Ein Wort w = a;,...a;, € ¥* wird dargestellt als Term t, = a;(a;_, (... (a;(g))...)).
Konkatenation entspricht daher Einsetzen von Termen, d.h. t,, = t,(t,).
Idee: Der Suchbaum fiir eine Losung des PKP kann wie folgt dargestellt werden:

iy, ®
Y1 fl
e I
[ ] \x‘
txk(txl) ®

tYk(tyl)

Dies wird durch die folgenden Formeln beschrieben:

Bp: Jz. (l(x)=cAr(z)=¢)A
Vo ((fi () = ta, () Ar(fi(2)) = ty, (r(2)) A
k() = ta, (1(2)) Ar(fi()) = ty, (v(2)))
Fp: Bp = 3y.(y#cAly) =1(y))

Behauptung: Fp ist giiltig gdw. P hat Losung, denn:
Jede Interpretation, welche Bp erfiillt, enthélt den Losungssuchbaum als Teil.

»<=%“: Angenommen, P hat eine Losung. Dann ist der entsprechende Knoten im Suchbaum
das gesuchte y.

»=*: Angenommen, P hat keine Lsung. Der Suchbaum selbst (ohne zusétzliche Elemente)
erfiillt Bp. In diesem gibt es aber kein geeignetes y, d.h. die Implikation ist nicht giiltig.

Beachte: Das Argument in ,,=“ ist etwas unsauber, da ja die einstelligen Funktionssymbole
tiberall definiert sein miissen, also auch Werte existieren, die nicht im Suchbaum vorkommen.
Dafiir kann man aber geeignete Dummy-Werte einfiihren. [J
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Teil IV

Komplexitit

Einfiihrung

In der Praxis gentigt es nicht zu wissen, dafl eine Funktion berechenbar ist. Man interessiert
sich auch dafiir, wie grofl der Aufwand zur Berechnung ist.

Aufwand/Komplexitéit:

Rechenzeit (bei TM: Anzahl der Uberginge bis zum Halten)

Speicherplatz (bei TM: Anzahl der benutzten Felder)

soll abgeschétzt werden als Funktion in der Groéfle der Eingabe.

Man kann die Komplexitdt eines speziellen Algorithmus/Programms betrach-
ten (wie in der Vorlesung ,Algorithmen und Datenstrukturen®) oder die

Komplexitdt eines Entscheidungsproblems: Wieviel Aufwand benétigt der , beste“ Al-
gorithmus im ,,schlimmsten® Fall? Wir betrachten hier den zweiten Fall.

18 Komplexititsklassen

Wir fithren im folgenden den Begriff der Komplexitéitsklasse allgemein ein und definieren
dann einige fundamentale Zeit- und Platzkomplexititsklassen. Zunéchst fiihren wir formal
ein, was es heifit, daf§ der Aufwand durch eine Funktion der Grofle der Eingabe beschrankt
ist.

Definition 18.1 (f(n)-zeitbeschrénkt, f(n)-platzbeschrinkt)
Es sei f: N —= N eine Funktion und A eine DTM diber ¥.

1) A heifit f(n)-zeitbeschrinkt, falls fir alle w € ¥* die Maschine A bei Eingabe w nach
< A{(Jw|) Schritten anhilt.

2) A heifit f(n)-platzbeschrdnkt, falls fir alle w € X* die Maschine A bei Eingabe w
< f(|w]) viele Felder des Bandes benutzt.

Auf NTM kann man die Definition dadurch iibertragen, dafl die Aufwandsbeschréinkung fiir
alle bei der gegebenen Eingabe moglichen Berechnungen zutreffen muf.

Wir  betrachten im  folgenden nicht (wie in Algorithmen und Daten-
strukturen®)  die  Komplexitdt einzelner  Algorithmen (DTMs), sondern die
Komplexitdat von Entscheidungsproblemen, wobei wir uns o.B.d.A. auf einstellige Re-
lationen (d.h. L C £*) beschrinken.
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Definition 18.2 (Komplexitéitsklassen)

DTIME(f(n)) = {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschrinkte DTM, die L entscheidet}
NTIME(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-zeitbeschrinkte NTM, die L akzeptiert}
DSPACE(f(n)) = {L | es gibt eine f(n)-platzbeschrinkte DTM, die L entscheidet}
NSPACE(f(n)) := {L | es gibt eine f(n)-platzbeschrinkte NTM, die L akzeptiert}

Satz 18.3
1) DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))

2) DTIME(f(n)) € NTIME(f(n))

Beweis:

Offenbar kann man in £ Schritten hochstens k Felder benutzen. Auflerdem ist eine DTM ja
auch eine NTM. O

Wir betrachten die folgenden fundamentalen Komplexitétsklassen:

Definition 18.4 (P, NP, PSPACE)

P = |J  DTIME(p(n))
p Polynom inn
NP = )  NTIME(p(n))
p Polynom inn
PSPACE = J  NSPACE(p(n))

p Polynom inn

Bei der Definition von PSPACE hitte man genausogut DSPACE statt NSPACFE verwenden
kénnen, d.h. PSPACE = U DSPACE(p(n)), denn:

p Polynom in n
Wir hatten gesehen, dafl man jede NTM durch eine DTM simulieren kann. Nach einem
Resultat von Savitch ist der Platzbedarf der DTM quadratisch im Platzbedarf der NTM
(ohne Beweis).

Bemerkung 18.5
Die Bedeutung der in Definition 18.4 eingefiihrten Komplexititsklassen ergibt sich u.a. aus
den folgenden Uberlequngen:

1) Alle iiblichen berechnungsuniversellen Maschinenmodelle lassen sich auf TM in Polyno-
mialzeit simulieren, d.h.: Bendtigt das Maschinenmodell zur Berechnung n Schritte, so
bendtigt die simulierende TM «(n) Schritte (q Polynom). Es folgt, daff die in Definition
18.4 eingefiihrten Komplexititsklassen unabhdingig vom speziellen Maschinenmodell sind.

2) Probleme, die in P sind, werden i.a. als effizient losbar (,tractable®, d.h. ,machbar®)
bezeichnet. Dies liegt daran, dafs Polynome im Vergleich zu Exponentialfunktionen (n +—
2" ) ein recht moderates Wachstum haben.

Aber: In Anwendungen, bei denen man fiir sehr grofie Fingaben sehr schnell (in Echtzeit)
Antworten haben will, ist ein Polynom mit hohem Grad hdufig auch nicht mehr tolerierbar.
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3) NP enthdlt viele Probleme, fiir die derzeit nur deterministische Entscheidungsverfahren

mit exponentiellem Zeitaufwand bekannt sind. Man bezeichnet diese Probleme daher hiufig
als nicht effizient losbar (intractable”).
Aber: Die eingefiihrten Komplexititsklassen (wie NP ) betrachten stets den schwierigsten
Fall ( ,worst-case“-Komplexitit). Es kann durchaus sein, daf$ es wegen gewisser patholo-
gischer Situationen keine polynomiale Schranke fiir die Rechenzeit gibt, aber fiir typische
Fille oder im Mittel doch polynomiales Verhalten erzielt werden kann.

Wie ist das Verhéltnis zwischen den Komplexitatsklassen? Aus Satz 18.3 ergibt sich:
P C NP C PSPACE

Ob diese Inklusionen echt sind, ist bisher nicht bekannt. Die Frage, ob P gleich NP ist (das
P = NP-Problem), ist eines der fundamentalen offenen Probleme der Informatik, dessen
Beantwortung weitreichende Konsequenzen hétte.

19 NP-vollstéindige Probleme

Es geht hier um Probleme in NP, die ,mindestens so schwer® wie jedes Problem in NP sind.
Ein solches Problem ist SAT:

Definition 19.1 (SAT)
SAT ist die Menge der erfillbaren (,satisfiable”) Booleschen Ausdriicke mit Variablen x;
(i > 1, kodiert als Dualzahl bei Eingabe fiir TM) und Operatoren —, A, V.

Beispiel:

o (11 Axg)V —ay ist erfiillbar, da sie von der Belegung xy +— 1, 25 — 1 wahr gemacht wird.
e 1, A —xy ist nicht erfiillbar.

Lemma 19.2
SAT € NP

Beweis:
Eine NTM akzeptiert die Elemente von SAT wie folgt:

1) Teste, ob die Eingabe ein Boolescher Ausdruck ist (entspricht dem Wortproblem fiir kon-
textfreie Grammatiken, polynomial entscheidbar).

2) Durchlaufe den Ausdruck und ersetze nichtdeterministisch jede Variable x; durch 0 oder
1 (polynomialer Aufwand).

3) Werte den Ausdruck aus und akzeptiere, falls das Ergebnis 1 ist (geht polynomial). [

Inwiefern ist nun SAT | das schwierigste® NP-Problem?

Definition 19.3 (polynomialzeitberechenbar, -reduzierbar, NP-vollstindig)

1) Die Funktion f : ¥* — ¥* heifit polynomialzeitberechenbar, falls es ein Polynom p und
eine p(n)-zeitbeschrinkte DTM gibt, die f berechnet.
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2) L C X* ist polynomialzeitreduzierbar auf L' C ¥* (geschrieben als L <, L"), falls es eine
polynomialzeitberechenbare Funktion f gibt mit

w € L gdw. f(w) € L
fiir alle w € X*.

3) Lo heifit NP-vollstindig, falls gilt:

e Ly€ NP (Ly ist in NP)
e Fiir alle L € NP gilt: L <, Ly (Lo ist NP-hart, d.h. mindestens so hart zu losen wie
jedes andere NP-Problem.)

Satz 19.4

1) Ist Ly NP-vollstindig, so gilt:
Lye P= P=NP

(Es ist bisher kein NP-vollstindiges Ly bekannt, das in P ist!)

2) SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

1) Es sei Ly NP-vollstéindig und Ly € P, d.h. Ly wird von einer p(n)-zeitbeschrinkten DTM
(fiir ein Polynom p) entschieden.
Wir miissen zeigen, dafl daraus NP C P folgt. Sei also L € NP. Es ist daher L <, Ly,
d.h. es gibt ein f, das mit Zeitaufwand < q(n) berechenbar ist (fiir Polynom q), so daf

w € L gdw. f(w) € Ly.

Die DTM, welche L entscheidet, geht wie folgt vor:

e Bei Eingabe w berechnet sie f(w). Sie benétigt < q(|w]|) viel Zeit. Daher ist auch die
erzeugte Ausgabe < |w|+ q(|w|).
e Wende Entscheidungsverfahren fiir Ly auf f(w) an.

Insgesamt bendtigt man somit < q([wl) + p(Jw|+ a(|w])) viele Schritte, was ein Polynom
in |w| ist.

2) Wir beschreiben nur kurz die Idee:
Zu zeigen ist: VL : L € NP = L <, SAT. Sei A eine polynomialzeitbeschrankte NTM,
welche L C ¥* akzeptiert. Die gesuchte Reduktionsfunktion f weist jedem Wort w € ¥*
einen Booleschen Ausdruck 3, zu, so dafl

e Der Ubergang von w zu f3,, ist in Polynomialzeit berechenbar.
o A akzeptiert w gdw. (3, ist erfiillbar.

Die genaue Definition von f3,, ist sehr aufwendig. Es muf} ja die Arbeitsweise von A auf
Eingabe w durch einen Booleschen Ausdruck beschrieben werden.
Idee:
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e Aussagenvariablen Bandy;, fiir ,Zum Zeitpunkt ¢ steht auf Feld ¢ das Symbol a“. Da A
polynomialzeitbeschréinkt ist, mufl man nur polynomial viele Bandzellen und Zeitpunkte
betrachten!

e Entsprechend Aussagenvariablen Kopf;; (,Kopf zum Zeitpunkt ¢ auf Feld i),
Zustandy 4 (,,Zustand zum Zeitpunkt ¢ ist ¢“).

e Uberginge: (p,a,d’,r,q) liefert z.B.:

Band;;, N Kopfii N Zustand, , — Bandyi1 ;a0 N Kopfigtivr A Zustand,iq 4.

e Kodierung der Eingabe w zum Zeitpunkt 0.

e Kodierungsbedingungen
z.B. =(Band;; , N Band, ;) fiir a # b etc. O

Weitere NP-vollstédndige Probleme erhélt man durch polynomielle Reduktion.

Satz 19.5
1) Ist Ly € NP und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly in NP.
2) Ist Ly NP-hart und gilt Ly <, Lo, so ist auch Ly NP-hart.

Beweis:

1) Wegen L, € NP gibt es eine polynomialzeitbeschrinkte NTM A, welche L, akzeptiert
und wegen L, <, Ly gibt es eine polynomialzeitberechenbare Funktion f mit w € L; gdw.
f(w) € Ly. Die polynomialzeitbeschrinkte NTM fiir Ly arbeitet wie folgt:

e Bei Eingabe w berechnet sie zunéchst f(w).
e Dann wendet sie A auf f(w) an.

2) Wir miissen zeigen, daf fiir alle L € NP gilt: L <, L. Die polynomialzeitberechenbare
Reduktionsfunktion f mit w € L gdw. f(w) € Ly erhélt man wie folgt:

e Da L, NP-hart ist, gibt es eine polynomialzeitberechenbare Funktion g mit w € L gdw.
g(w) S Ll.

o Wegen L; <, Ly gibt es eine polynomialzeitberechenbare Funktion h mit v € L; gdw.
h(u) S LQ.

Wir definieren f(w) := h(g(w)). Dann gilt: w € L gdw. g(w) € Ly gdw. h(g(w)) € L,. O

Zunichst zeigen wir, dafl auch ein Teilproblem von SAT, bei dem man nur Boolesche Aus-
driicke einer ganz speziellen Form zulafit, bereits NP-hart ist.

Definition 19.6 (3SAT)

Eine 3-Klausel ist von der Form [y V [y VI3, wobet l; eine Variable oder eine negierte Variable
i1st. Fin 3S AT -Problem ist eine endliche Konjunktion von 3-Klauseln. 3S AT ist die Menge
der erfillbaren 35S AT -Probleme.

Satz 19.7
3S AT st NP-vollstindig.

Beweis:

1) 3SAT € NP folgt unmittelbar aus SAT € NP, da jedes 3SAT-Problem ein Boolescher
Ausdruck ist.
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2) Es sei F' ein beliebiger Boolescher Ausdruck. Wir geben ein polynomielles Verfahren an,
das F' in ein 3SAT-Problem F’ umwandelt, so dafl gilt: F' erfiillbar gdw. F" erfiillbar.
Beachte: Es ist nicht nétig, dal F und F’ (als Boolesche Ausdriicke) dquivalent sind.
Die Umformung erfolgt in mehreren Schritten, die wir am Beispiel des Ausdrucks

ﬁ((l’l A _|I3) V IQ)

veranschaulichen. Wir stellen diesen Ausdruck als Baum dar:

1. Schritt: Wende de Morgan an, um die Negationszeichen zu den Bléttern zu schieben.

YO
& (%)

Dies erfordert nur einen Durchlauf durch den Baum, ist also in linearer Zeit realisierbar.

2. Schritt: Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable aus {yo, y1, ...} zu, wobei die
Wurzel yq erhélt.

3. Schritt: Fasse jede Verzweigung (gedanklich) zu einer Dreiergruppe zusammen:

Jeder Verzwelgung der Form f\Q mit j € {A,V} ordnen wir eine Formel der

Form (u < (v j w)) zu. Diese Formeln werden nun konjunktiv mit 3, verkniipft, was die
Formel F;i liefert.

Im Beispiel: yo A (y0 < (y1 A —2)) A (y1 < (—21 V 23))

Die Ausdriicke F' und F; sind erfiillbarkeitsaquivalent, denn:

Eine erfiillende Belegung fiir F' kann zu einer fiir F} erweitert werden, indem man die

Werte fiir die Variablen y; durch die Auswertung der entsprechenden Teilformel bestimmt,
7.B.:
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xr, =
Ty =
1 L5 =
vy =1
yo =1

Umgekehrt ist jede erfiillende Belegung fiir F7 auch eine fiir F'.

4. Schritt: Jede Konjunktion in F; wird separat in eine konjunktive Normalform umge-
formt:

a<s (bVe)

¢

(maV (bVe)A(=(bVe)Va)
(maVbVe)A(=bVa)A(-eVa)
(maVbVe)AN(=bVaVa)A(—eVaVa)

¢

¢

as (bAc) ~ (maV(bAe)A(=(bAc)Va)
~ (maVb)A(maVe)A(=bV —eVa)
~ (maVbVD)A(maVeVe)A(mbV eV a)

Dadurch erhélt man Formeln der gewiinschten 35 AT-Form.
Beachte: Pro Teilformel ist der Aufwand hierfiir konstant. O

Ein weiteres interessantes NP-vollstdndiges Problem ist das Mengeniiberdeckungsproblem.

Definition 19.8 (Mengeniiberdeckung)

Gegeben ist ein Mengensystem iiber einer endlichen Grundmenge M, d.h. Ty,...,T, € M
sowie eine Zahln < k.

Frage: Gibt es eine Auswahl von n Mengen, die ganz M iberdecken, d.h. {iy,... i} C
{1,.. k} mit T,,u...UT;, =M.

Satz 19.9 Mengeniiberdeckung ist NP-vollstindig.

Beweis:

1) Mengeniiberdeckung ist in NP: Wihle nichtdeterministisch Indices iy,...,4, und iiber-
priife, ob T;, U ... UT;, = M gilt.

2) Um NP-Hérte zu zeigen, reduzieren wir 35 AT auf Mengeniiberdeckung. Sei also F' = K A
...\ K, eine Instanz von 3SAT, welche die Variablen w1, ..., z, enthéilt. Wir definieren
M:={1,....omym+1,...,m+n}. Fiir jedes i € {1,...,n} sei

T; := {j|x; kommt in K; als Disjunkt vor} U {m + i}
T; := {j | —a; kommt in K; als Disjunkt vor} U {m + i}

Wir betrachten das Mengensystem:
T,....T,,T],....T,

a) Fiir eine gegebene Belegung der Variablen, welche F' erfiillt, wihlen wir
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o T falls z; =1
o T/ fallsz; =0
Dies liefert n Mengen, in denen jedes Element von M vorkommt:
e jmit 1 < j <m, da jedes K; zu 1 evaluiert wird.
e m+imit 1 <i<n,da fiir jedes i entweder T; oder T, gewdhlt wird.
b) Sei umgekehrt {Uy,...,U,} CA{Ty,...,T,,,T},..., T} mit Uy U...UU, = M gegeben.
Da fiir 1 < i < n das Element m + i in U; U ... U U, vorkommt, kommt 7; oder 7/ in

(3
{Uy,...,U,} vor. Da wir nur n verschiedene Mengen haben, kommt jeweils genau eines

von beiden vor. O.B.d.A. sei U; € {T;,T}} firi =1,...,n.
Wir definieren nun die Belegung:

1 falls Ui=T,
YTV 0 falls U #£T,

Diese erfiillt jedes K, da j in Uy U...UU, vorkommt. 0

Viele Probleme fiir Graphen sind NP-vollsténdig, z.B. auch das folgende:

Definition 19.10 (Clique)
Gegeben: ein gerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N
Frage: Besitzt G eine k-Clique, d.h. eine Teilmenge U C'V mit

o |U| =k und
e fiir alle w # v in U gilt: (u,v) € E.

Satz 19.11
Clique ist NP-vollstindig.

Beweis:

1) In NP: Rate eine Teilmenge der Grofie k und teste, ob sie eine k-Clique ist.
2) NP-hart: Wir reduzieren 3SAT auf Clique.

K1 Km
yﬁ 7, -\ N
Sei also F' = (lll V l12 V 113) A /\(lml V lmg V lm3) mit lij € {1’1, e 7l’n}U{_ll’1, N ﬁl’n}.

Der Graph GG wird nun wie folgt definiert:
o Vi={(,j)]1<i<mund1<j <3}
—x falls [ ==

o i {(0d) (0 | pund by # T wobei 1= { 27 (A (=7
e k=m

Es gilt nun:
F ist erfiillbar mit einer Belegung B
gdw.
es gibt in jeder Klausel K; ein Literal [
gdw.
es gibt Literale lijis -, lmj,, die paarweise nicht komplementér sind
gdw.
es gibt Knoten (1,7j1),...,(m, jm), die paarweise miteinander verbunden sind
gdw.
es gibt eine k-Clique in G [
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Bemerkung:

Entsprechend zur Definition von NP-vollsténdig kann man auch PSPACE-vollsténdig defi-
nieren. Das Aquivalenzproblem fiir NEAs/regulére Ausdriicke ist PSPACE-vollsténdig.
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Abkiirzungsverzeichnis

A, Abbildung
Dzl beziiglich
Dz . o beziehungsweise
7 7S OO circa
DEA deterministischer endlicher Automat
Ao das heifit
DM deterministische Turingmaschine
EBNE erweiterte Backus-Naur-Form
G O et cetera
AW . genau dann wenn
ST P gegeben
e gegebenenfalls
HP Halteproblem
R A im allgemeinen
K kontextfrei
S kontextsensitiv
LB A linear beschrinkter Automat
MPKP .. modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem
NEA nichtdeterministischer endlicher Automat
NP nichtdeterministisch polynomiell
N M nichtdeterministische Turingmaschine
0T PP oben angegeben
o.B.dA. . ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit
P A pushdown automaton (Kellerautomat)
PP Postsches Korrespondenzproblem
P Préadikatenlogik erster Stufe
SAT .o satisfiability problem (Erfiillbarkeitstest der Aussagenlogik)
I L Turingmaschine (allgemein)
L0 PP unter anderem
URM unbeschriankte Registermaschine
L0 TSP und so weiter
VL vergleiche
Z. B zum Beispiel

L e was zu beweisen war



98

Abkiirzungsverzeichnis




99

Literaturverzeichnis

[Sch6_97] U. Schoning. Theoretische Informatik — kurzgefafst. Spektrum Akademischer Verlag
Berlin, Heidelberg, 1997

[Thom_89] W. Thomas. Grundziige der Theoretischen Informatik. Skript zur Vorlesung an
der RWTH Aachen, 1989

[Wege_ 93] 1. Wegener. Theoretische Informatik. Teubner-Verlag, 1993



100 Literatur




101

Erratum

beziiglich der Skriptversion vom November 2002

Seite 42:
3) G":= (NyU{S}, S, PLU{S — ¢,5 — 551}, 5) mit S ¢ Ny UN; ist eine kontextfreie
Grammatik fir L7. O

ist ersetzt worden durch:
3) G" == (NfU{S}HLE,PLU{S — 5,5 — 55},5) mit S ¢ N, ist eine kontextfreie
Grammatik fir L7. O

Seite 65:

h: N — Nmit (z,y,2) — 2+ 1, d.h. h(z,y,2) = s(7r§3)(x,y, 2)).
ist ersetzt worden durch:

h: N — Nmit (z,y,2) — 2+ 1, d.h. h(z,y,2) = S(T§3)(I,y, 2)).

Seite 72:
A(x+1,0):=1

ist ersetzt worden durch:
Az +1,0) := A(x, 1)

Seite 74:
y = g(z1,...,2,,0); (Realisierbar mittels P)
ist ersetzt worden durch:
y = g(x1,...,n,70); (Realisierbar mittels P)
Seite 93:
Diskunkt

ist ersetzt worden durch:
Disjunkt



